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A V V E R T 1 M E A T O 


JL l Calcolo integrale e delle differenti con alcun » 
memorie ccmpUmentarie (*) di re' le a riempire le 
poche lacune fatte nel corso dell'Opera , davea far • 
mare il soggetto di questo secondo volume (T. pr. 
Avvertimento ) . La mancanza di un metodo unico 
onde trattare in generale le varie e diverse specie di 
/'arnioni t matJria prima del calcolo di cui si tratta ; 

(*) La prima di queste memorie avrà per oggetto la di • 
mostrazione del teorema fondamentale di Lagrange sulla de- 
rivazione , la quale non sarà che un ristretto di quella data 
nel manuscritto di cui parlassi in nota alC avvertimento del 
primo volume . Or siccome ivi si asserì di essere stato quel 
manuscritto inviato a qualche illustre accademia continentale 
così conviene soggiungere in questo luogo che arrivato lo stesso 
ali' Instituto di Francia vi riporli da' nobili membri dell rio- 
endemia reale dell é scienze Arago Legemlrc e Maurice a 
questo -titolo nominati Commissari , un voto onorevole , che 
l'accademia nella seduta dei iq novembre 1810 accettò e 
sanzionò . Fon potendo rapportarlo tutto intero, noi per mo- 
strarne l'accettazione , ne rapportiamo il pezzo in conchiusione 
finale , estratto dal ccrtifeato conforme alC originale che il 
Cav. Ddambre segretario perpetuo ne inviò all'autore . 

» M. Sanmartino avoit juint n set mémoìres Jeux oitvra- 
' ges de lui , imprimes « Catane en t B 1 4 et »8iG qu' on trini 
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la x ai lei a de metodi in ut glena della varia e diversa 
màcie delle medesime , e la moltipficità delle cp - 
plicalìcni per individualmente illustrarli portava a 
renderlo molto grande e voluminoso. Pensai di sud- 
dividerlo in due. L'opera dunque che giusta il piano 
proposto devea essere composta di due soli volumi 4 
lo sarà ora di tre . 

La partizione delle materie tra questo ed U terzo 
volume mi si è everta sema difficoltà e tutta da se. 

» cgalcmmt à In maniere actuelle de presentar les tìtdories qui 
» se rattachent au calcul differentiel , et l'en voit dans sa let • 
» fr? d'envoi que ce r.e soni pus les seuls par les quels il alt 
» tignale san i èie pour les Sciences exactes qu il e n se igne arce 
•n dislinctiun. Notts pensons en conséquence que V Acadcmie deit , 
» en le remerciant de ses deux ouyrages et surtout de l'Juem- 
» mage qu il lui a fail de scs memoires, Iransrr.cltre à leur 
» auteur Ics encouragement qu elle accorde va lontiers aux 
» snvans qui s'occupent aree succi s soit 4'clendre le domasi. e 
» des Sciences, soit d'en affermir les bascs et d'en cclairer let 
» avenaes . Ce sera peur elle, sans doute , une satufaction 
» particulière que de pouvoir Compier un gèomètre de plu^dans 
i) la patrie dAr chimi de et de Mauroljcus . » ’ • 

Questo manuscritto che l'Jnstiluto ha depositato nella sua 
bilUoteca , e menzionato nel suo giornale pcriodicó > è tutto- 
ra inedito . Prcduccndcsi ella luce ri comparirà riveduto e 
finito. • 
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V integrazione e gli usi delF integrazione fistiò le efué 
parti nelle quali fondamentalmente si divide il cal- 
colo in questione : quindi la teorica delle integra • 
lioniy oggetto della prima , formerà essa sola la ma- 
teria del presente , e ne riserverò gli usi colle memo- 
rie ccmplimenfarie sopraindicate per esserne il sog- 
getto del terzo ed ultimo % 

Chiarezza precisione ordine filosofia generalità , 
ecco lo vedute a cui ho sempre mirato nell' esecu- 
zione del mio lavoro . Camminando sotto il loro 
punto di vista mi è venuto facile di allogare gli 
■oggetti nel posto lor proprio a comporre un tutto 
semplice preciso completo , e di riunire in un pic- 
ciolo volume tante diverse dottrine che si trovano 
messe sottocchio nella tavola delle materie , e che 
punto insieme non si rinvengono fno ne* classici 
trattati . 

JSon faccio parola del merito e delle qualità del 
lavoro. Lascio a'dotli il portare giudizio su di quella 
specie di rigenerazione per così esprimermi , che mi 
sono, studialo di recare a questo ramo di analisi . 
Lascio agl'instruttori ed a' giovani studenti lo ■ speri- 
mentarne nell' incegnamsnto l'utilità. 
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LEZIONI 

DI MATEMATICA 

SUBLIME 

INTRODUZIONE 

Una questione (ioni. 1. pag. 8) cbe si riferisce alla me- 
todologia inversa della matematica sublime non presenta 
alla traduzione algebrica delle sue condizioni che una certa 
equazione differenziale : c l’oggetto finale della sua enun- 
ciazione non si conseguisce che coll’equazione primitiva 
donde questa differenziale si suppone algebricamente de- 
rivare . Le operazioni dunque di questo ramo di analisi 
sulle equazioni differenziali possono avere un doppio og- 
getto; l’uno puramente analitico, riguarda il metodo ^ 
riandarne le equazioni primitive; l’altro applicato, quello 
di effettuarne la risoluzione de’problcmi . Quindi la mas- 
sa delle dottrine che debbono occuparci si divide natu- 
ralmente in due parti: la prima abbraccia i metodi onde 
risalire da una data equazione differenziale alla sua pri- 
mitiva , e si conosce sotto il nome di integrazione : la 
seconda l’oso di questi metodi nella. risoluzione de’pro- 
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bit' mi, c costituisco gli usi della Scienza. I melodi dì 
integrazione dunque, e i loro usi sono i due argomenti 
radicali del ramo di analisi in cui andiamo ad entrare . 
JVoi non ci fermiamo in questa introduzione sul secondo, 
poiché similmente alla metodologia diretta non può ab- 
bracciare che i tre argomenti parziali degli usi algebrici 
aritmetici e geometrici , soggetto delle ultime tre lezio- 
ni. Ci arrestiamo alcun poco però sopra il primo, onde 
fissarne i’ idea nell’attuale periodo della scienza . 

Col vocabolo integrazione non si intese significare 
cella prima sua origine che il metodo inverso della dif- 
ferenziazione . Io ho fatto altrove (mio Opusc. sul Cale, 
diffìer. ) una minuta analisi di questo vocabolo , ne ho 
mostrato l’essenza , ne ho fatto vedere la inesattezza . Ma 
per essere comunemente in uso presso gli analisti biso- 
gna ciononostante rispettarlo ; bisogna seguirlo nel nostro 
corso scolastico, e darne a conoscere l’idea assai estesa 
c£e oggi rappresenta . 

Sia A’=o una certa equazione, e ne siano 

X=o, JT*=o, *‘"=0, ec. 

le equazioni differenziali di diverso ordine. Nello stato 
delle conoscenze presenti una qualunque delle equazio- 
ni „Y^=a di due sole maniere si suppone provenire 
dalla sua primitiva Xss 0 : dall’ immediata differenziaiio- 


Digitized by Googl 


x*x 

D e, o dall* eliminazione delle costanti arbitrarie. Onde 
nell* attuale periodo della scienza col vocabolo integra • 
itone non si deve intendere ebe l’operazione qualunque 
siasi per la quale da una certa equazione differenziale 
supposta esistere sotto il doppio divisato punto di vista , 
si arriva alla sua primitiva. Questa operazione non gode 
il carattere di unità e di generalità come quella della dif- 
ferenziazione . Manca un metodo generale per ritornare 
da una data equazione differenziale alla sua primitiva ; c 
solo si conoscono de’melodi particolari , degli arlifìcj spe* * 

ciali di analisi ebe l’acutezza de’geomelri ha di mano in 
mano immaginato e prodotto. 

Da queste considerazioni ben si vede che l’operazione 
integrazione non si riduce in sostanza che alla ricerca 
di una relazione fra le variabili in questione tale che sod- 
disfaccia all’equazione differenziale proposta; che è quanto 
dire, a tirare dall’equazione proposta l’espressione della 
variabile incognita io funzione delle cognite , il che non 
significa che una mera e semplice soluzione di equazio- 
ne, Onde integrare un’equazione difierenziale non signi- 
fica in generale che risolverla ; ed il metodo di integra- 
zione non deve riguardarsi che come un complesso di 
metodi particolari concernenti la soluzione delle equazioni 
differenziali . 

L’equazione ebe risulta dall’operazione integrazione 
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Suole dirsi integrale , Questo vocabolo dovrebbe a somi-r 
giùnta del differenziale segnarsi colla lettera iniziale I : 
ma per un uso introdotto fin da’ primi tempi de’ nuovi 
calcoli si è adottata la lettera J iniziale di somma sull’i- 
dea che integrare non significasse in fondo che somma- 
re, rpperò che integrale e somma fossero sinonimi ; idea 
di cui ne ho mostrato la falsità nel sopra citato - mio 
opuscolo . 

Gli integrali sono come i differenziali di diverso 

ordine, e portano diverso nome e segnatura . Infatti l’equa- 
(n— 1) 

zione X =o che risulta mediante una sola integra- 


zione dalla 
scrive 



. * . 1 

se ne dice l ’ integrale primo, e ai 



(n— a) 

L’equazione X =zo che risulta per una integrazione 

(n—i) . . 

dalla X s;o, epperò mediante due integrazioni Jal- 

(«) . * V 

la X =o, si dice integrale primo di quella, eppero 

integrale secondo di questa , e si scrive 
(n— 2) (n— 1) ( n ) 

A =/X =/ a =0 

• * 

f«— 3) 

Così l’equazione X =0 che risulta mediante tre in- 
tegrazioni consecutive della X'' ^=0 se ne dice Vinte - 


Digitized by Google 



e cosi continuando si dice integrale mimo di un’ equa- 

(*) 

zione differenziale X — o quella , la quale è il risultato 
di ri integrazioni operate consecutivamente sopra di essa; 
integrale che si segna in generale con 


X=s/ n X =o 


Donde risulta clic un’ equazione differenziale X ~o 
dell’ordine n diviene di un ordine semprepiù inferiore a 
misura che si ripete sopra di essa un’operazione di in- 
tegrazione: epperò dopo n ripetizioni di questa opera- 
zione scende all’ordine zero, cioè arriva a più non con- 
tenere de’differenziali . Quindi l’integrale n di un’equa- 
zione dell’ nsirao ordine non è che una certa relazione 


fra le sole variabili; che l’equazione primitiva da cui essa 
deriva . Questo integrale suole per 1* ordinario divisarsi 
col nome di integrale finito ; nome , dice Brunacci , im- 
proprio ma ricevuto. 

Sappiamo che un’equazione differenziale perde nella 

Sua generazione un certo numero di costanti arbitrarie 

contenute nella sua primitiva . Dunque data uaa certa 

equazione differenziale non si avrà nella sua composizione 

a 
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alcuna traccia di siffatto numero di costanti: epperò qua* 
lunque sia il sistema di operaiioni algebriche che istituite 
sopra di essa compone il metodo integrazione , è chiaro 
che queste costanti giammai potranno ricomparire nel- 
l’ integrale che ne risulta . Quindi avviene che bisogna 
sempre aggiungere uu certo numero di costanti arbitrarie 
al risultato algebrico dell’ operazione integrazione onde 
averne integro l’integrale cercato. La diversa natura di 
queste costanti rende di diversa indole e fa prendere di- 
verso nome all’integrale. Quindi per compire l’assunto 
argomento sulla significazione del vocabolo integrazione , 
resta ancora a far cenno de’diversi integrali che ne sono 
l'immediato prodotto, e che oggi si distinguono in ana- 
lisi . Il principio generale della generazione delle equa- 
zioni differenziali adottato nell’epoca attuale della scienza 
(T. pr. 56.) ci porta immediatamente all’oggetto. Fis- 
siamoci per ora a quelle di primo ordine, per quindi 
estenderci agli ordini superiori. 

Sia ,/')== °,o per più semplicità 9=0 un’equazione 

differenziale di primo ordine (jr'czt'.jr), La sua eqnazione 
primitiva, cioè il suo integrale dovendo contenere (luogo 
citato) una costante arbitraria di più sarà in generale della 
forma «)=o, che per semplicità notiamo a so- 

miglianza di sopra , e come faremo all’occorrenza in ap- 
presso con f=o. Per 1* indicato principio sappiamo che 
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liquazione $=zo non è che il risaltato dell* eliminazione 
delia quantità a fra la f=o e la sua differenziale df=o. 
Qualunque sia a è chiaro che il prodotto della sua eli* 
turnazione non potrà essere che lo stesso semprechè que- 
ste due equazioni rimarranno le stesse. Dunque l’equa- 
zione f=o sarà integrale della $ = o in tutti quei casi 
de’ valori di a, ne’quali l’equazione df=o risulta la stessa . 
Or se si considera a relativamente alla formazione del- 
l'equazione df=o, ben si vede che non si possono dare 
che due soli casi : a costante , cd a variabile . Essa risulta 

nel primo df=s dar f’ x -f-dy P so 

nel secondo d f= dj? f ^ •j-djrf'j -f-daf* a =o 

risultati che divengono identici sotto la condizione che 
sia d a V a =o : quindi i valori di a che derivano da que- 
sta condizione, non altereranno la composizione dell’equa- 
zione df=ro; epperò sostituiti nella f=o daranno tanti 
integrali diversi per la $=o. Una stessa equazione dun- 
que di primo ordine 9=0 è capace di tanti diversi in- 
tegrali quanto i diversi valori che possono dedursi per a 
dall’equazione daf‘ a =o. Da questa equazione si ha 

da =0, ovvero f* a =0 

La prima da so altra determinazione non ci offre che 
quella del caso di a costante, e perciò suscettibile di tutti 
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i possibili valori, purché di natura costante. La secon- 
da f* =o, per essere i' a una funzione di x, <z , 
determina a in funzione di x ed y ; epperò ci presenta 
il caso di a variabile . Dunque facendo nel primo caso 
a ~C, e nel secondo a=F ( \x,y ) =F, avremo che l’equa- 
zione primitiva C) = o , come la f(x,^", F) :=o 

soddisfaranno alla medesima equazione di primo ordine 
9 —e ; ne daranno due soluzioni distinte, e ne saranno 
due diversi integrali. La prima che racchiude la costante 
arbitraria suole denominarsi equazione primitiva ordina- 
ria o completa , integrale completo o generale , e la 
seconda che racchiude la funzione determinala di x ed jr 
equazione primitiva singolare , soluzione particolare. 
La differenza dunque tra queste due specie di integrale 
non si riduce che il primo al risultato algebrico dell’ope- 
razione integrazione suppone l’aggregazione di una co- 
stante arbitraria ; ed il secondo quella di una funzione 
determinata dall’equazione Ì' a =o. 

Per considerare la cosa dalla parte delle applicazioni, 
e darne un’idea concreta si ridetta che la risoluzione di 
un problema suppone fra le sue condizioni date quelle 
ancora per cui si determina il valore particolare che deve 
prendervi la costante arbitraria C ; condizioni che non si 
riducono in generale se non che ad assoggettare l’integrale 
analitico a prendere un noto valore per uno dato della 
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variatile indipendente x. Quindi nelle applicazioni del- 
l’analisi alla risoluzione de’problemi la costante C acqui- 
sta un valore tutto proprio e particolare al problema : e 
l’ integrale completo che risolve quel tale caso speciale 
porta il nome in analisi di integrale particolare . Gli 
integrali particolari dunque considerando la cosa in con- 
creto non rappresentano che le infinite soluzioni parti- 
colari dell’equazione differenziale che rappresenta un me- 
desimo sistema di problemi, de’quali l’integrale completo 
ne è la soluzione generale : epperò esse nel tempo che 
sono tntti compresi nell’ integrale completo possono va- 
riare a seconda degli inGniti valori che l’infinita varietà 
delle ricerche dell’analisi applicala rende capace la co- 
stante C. 

L’integrale portante il nome di soluzione particolare 
per essere essenzialmente diverso dell’ integrale completo 
non va compreso fra gli integrali particolari : epperò pre- 
senta in generale una soluzione distinta e singolare del siste- 
ma di problemi che essi risolvono. Siffatto integrale che per 
approssimarci al linguaggio adottato potrebbe dirsi inte- 
grale singolare , può nel caso speciale di qualche pro- 
blema divenire un integrale particolare . Questo caso è 
quello in cui l’integrale frro dà per V a una funzione 
soltanto di a e di costanti , epperò un valore costante 
per la funzione F ; o quello in cui sostituendo F nel- 
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I* integrale f r= o sì avrebbe un risultato cbe si potrebbe 
altronde ottenere col dare ad a un certo valore costante. 

Le idee che venghiamo di fissare sugli integrali non 
riguardano che quelli di primo ordine . Esse soffrono 
qualche modificazione per quelli degli ordini superiori . 
In effetto un integrale di ordine superiore può contenere 
non una, aia un certo numero di costanti di più della 
differenziale a cui appartiene . Queste costanti in forza 
delle condizioni del problema possono restare tutte inde* 
terminate , ovvero essere determinale in parte o tutte . 
Nel primo caso l’integrale sarà completo o generale, e 
nel secondo sarà sempre particolare . 

Per determinare le idee fissiamoci ad un’equazione di 
secondo ordine 

(y=r.r,j"=t"o) 

Sappiamo (T. pr. oy.) che questa equazione ha i due in- 
tegrali di primo ordine 

f (*. a) = Z* ss o, f b) B Y' b o 

contenente ciascuno una costante di più . Determinando a 
sotto la condizione dell’equazione f' d .Z' = o, e sosti- 
tuendola in Z'=o sene avrà un integrale singolare, co- 
me se ne avrà un altro dalla !'*=so, allorché per b vi si 
sostituisce la funzione risultante dall’equaiione V b . Y‘ sso. 
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Questi due integrali singolari quantunque dedotti da due 
integrali primi diversi, frattanto è dimostrato che sono 
eguali fra loro ; eppeiò non seno in sostanza che una sola 
soluzione particolare. Quindi possiamo stabilire che una 
equazione differenziale di secondo ordine non ha che un 
solo integrale singolare primo, mentre ne ha due completi . 

L’ integrale singolare primo essendo un’equazione di 
primo ordine può avere ancor esso un integrale singo- 
lare, che suole dirsi soluzione particolare doppia , e che 
potrebbe alla nostra maniera - denominarsi integrale singo- 
lare doppio. Siffatto integrale non gode la proprietà di 
un integrale completo secondo, il quale come soddisfi 
a’ due integrali completi primi, cosi alla corrispondente 
equazione di secondo ordine. É cosa dimostrata che un 
tale integrale soddisfa all’integrale singolare primo, ma 
non già all’equazione di secondo ordine a cui questo ap- 
partiene. Qui si avverta però di essere del pari dimo- 
strata negativamente la proposizione inversa ; cioè che un 
integrale singolare doppio non può soddisfare ad un’equa- 
zione di secondo ordine senza che soddisfaccia all’ inte- 
grale completo primo o singolare primo di essa. 

Non prolunghiamo di vantaggio queste considerazioni 
che noi abitiamo riunite sotto un sol punto di vista in 
questa introduzione a solo oggetto di fissare l’attuale idea 
del vocabolo integrazione . Ci facciamo a soggiungere 
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soltanto clie come un integrale si dice completo o par- 
ticolare a seconda dell* indeterminazione o determinazione 
della costante arbitraria ; cosi suole dirsi indefinito o de- 
finito secondo che è indeterminala o determinata la va- 
riabile da cui dipende. Infatti è detto indefinito quel- 
l’integrale particolare in cui il valore di tale variabile 
può essere qualunque, e definito quell* altro in cui sif- 
fatto valore , epperò quello dell’ integrale stesso è suppo- 
sto determinato. 

Fissata coll’ idea del vocabolo integrazione la natura 
dell’operazione su di cui dobbiamo occuparci , resta per 
compimento a classificarne gli oggetti ed a dividere il 
nostro lavoro. 

L’ oggetto dell' integrazione non è che la risoluzione 
delle equazioni differenziali , cioè quello di tirarne il va- 
lore della variabile incognita Quindi la diversa maniera 
di essere di questa variabile in un’equazione differenziale 
è la circostanza ebe determina corrispondentemente al snO 
fine la classificazione proposta . Per fissare meglio le idee 
mettiamoci sottocchio l’equazione generale mullovariabile 
di pr>mo ordine 

Pda + ^dx-1-i? d^-f* •••=:o 
in cui supponiamo che u sia la variabile incognita . 

Nell’ applicarvi l’integrazione si possono dare tra il 
eoefliuente P del termine differenziale dipendente e quelli 
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degli altri termini , diversi casi relativamente alla maniera 
di essere di u . Può i° essere tanto P quanto Q t /?, ec. 
funzioni di u e di tutte o parte delle variabili cognite : 
a° essere P una funzione di u solamente , e Q y R , ec. 
delle funzioni di x,/, ec. senza a:. 5° essere R, ee. 
come P delle funzioni di x t y, ec. senza u . 11 primo 
caso ci presenta U variabile incognita in combinazióne 
colle cognite : e gli altri due separata da esse . Nel pri- 
mo caso che è quello delle funzioni implicite, l’ integra- 
zione non può applicarsi all’equazione che in intero; lad- 
dove nel secondo che è quello delle equazioni separate , 
vi si può applicare parzialmente, in effetto nel secondo 
«aso l’equazione può mettersi sotto l’espressione 

e quindi cercando da se l’integrale della funzione di u 
che forma il primo membro , e da se quello della fun- 

j 

zione di ec. che ne forma il secondo, se ne avrà 

eguagliandoli , l’ integrale cercalo 

fPòu x.f(Qìx+R d/+ • • •) 
integrale che potrà cercarsi sottomettendo in intero l’equa* 
zione all’ integiazione , quando quei due non sanno separa- 
te algebricamente assegnarsi . Dunque l’ integrazione ab-/ 
braccia naturalmente il caso dell’integrazione 1 ° delle fud- ; 

zioni unovariabili: a° delle funzioni esplicite a più va- 

5 
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mbiii : 3* delle equazioni consideralo noli i loro totalità , 
Questa classificazione clic olire tre argomenti deli’ intuito 
inversi a quelli delle prime tre lezioni del calcolo diretto, 
determina il soggetto delle tre prime dell’ inverso in cui 
andiamo ed entrare . 

Nella considerazione de’ problemi clic possono aver 
luogo in questo ramo di analisi, un altro argomento po- 
trà presentarsi all’ integrandone : questo è il caso in cui il 
problema non esibisce per la sua soluzione un’equazione 
differenziale , ma un’equazione a differenze; caso nel quale 
si tratta perciò di risolvere, cioè di integrare delle equa- 
zioni a differenze , e clic dà naturalmente luogo ad una 
quarta lezione. 

L’ integrazione dunque delle equazoni a differenze e 

I 

delle equazioni differenziali , quella delle funzioni espli- 
cite a più variabili e delle funzioni unovariabili , unita- 
mente al sue triplice uso in principio di questa introdu- 
zione rimarcato, presenta nella seconda parte del nostro 
lavoro un sistema di sette lezioni in corrispondente con- 
trapposto alle sette della prima parte. Ma per fatalità 
noi non possiamo comprometterci delle stesse vedute di 
generalità onde abbiamo quelle trattate. Lo stato attuale 
della scienza, sia sempre ridetto, non offre che vedute 
ed artifitj particolari, che industrie e metodi isolati. Noi- 
però nulla ometteremo onde ridurre sotto uno stesso 
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punto di vista generale tutte le dottrine clic ne sono 
capici, e di dare a conoscere per quinto la picciolezza 
dot volume cui siamo tenuti ci permette, i passi più mar- 
cati e decisi che hanno dato lino a questi ultimi tempi i 
geometri nel ditlìcile cammino di si sublime scienza . 
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METODOLOGIA 

INVERSA 

DELLA MATEMATICA SUBLIME 

T \ 

integrazione e l’uso dell’integrazione a’diversi oggetti 
della scienza sono i due argomenti su i quali anJiamo 
ad inoltrarci . Sarà il primo l’argomento delle prime quat- 
tro lezioni: ed il secondo quello delle ultime tre. 

INTEGRAZIONE DELLE FUNZIONI 

PRIMA LEZIONE. 

Integrazione delie funzioni unovariabili . 

l.XJna funzione comunque composta non è che il ri- 
sultato di una certa combinazione della somma della mol- 
tiplicazione e della graduazione sopra le funzioni indecom- 
ponibili o supposte tali , Onde qualunque sia una funzione 
differenziale essa non può essere che il prodotto della 
differenziazione applicata a qnesli tre processi elementari 
della scienza ; cioè il prodotto immediato o trasformato 
della cosiddetta (T. pr. 12.) differenziazione elementare. 
Tutto il mistero dunque dell’ integrazione non consiste 
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che nel ridurre la proposti differenziale all* integrazione 
immediata delle funzioni differenziali elementari , o a 
quella di altre funz oii differenziali che ne è il risultilo. 
Quindi appare chiaramente che l’integrazione delle fun- 
zioni differenziali elementari è il punto di riduzione di 
qu dunque integrazione, ne è il principio fondamentale, il 
primo oggetto ilio si presenta nella dottrina delle inte- 
grazioni . 

Or si consideri che siffatta integrazione non è che 
l’operazione inversa della differenziazione elementare : on- 
de le frasi algebriche per rappresentarla non si dcbbotu 
ripetere die da quatte di questa differenziazione . Richia- 
mando dunque i nn.i5... afì del primo tomo si avrà 

»° (»5) /(.ir+dr'+jr"+-)=r+r'+r ,, -t— • . 

=/ur+/dr'+/dr'+-.. 


a° (iG) f{YAY , +rsr)-ry 

cpperò 

JY J Y'=s YY'~/Y'J Y 

(.,) /«MiL = v 

.. • . Y* Y 


4° C«8) fax n àx= ™ 


ax n +‘ l 


n + t 


cppeiò 


/(a+jej 


n __ ('rt-frì”’ 1-1 
«-f- * 
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5° (ai*,» 0 ) fa*Axzx iL-: e PP er ° fe' r dxsse x 

G° (ai;»° ) / y~ = log y. caperò f A ~-=z\jr 

7 ° (a5;a6) / d.r cosx=senx 

f Ax sen x aé — cos x 


tnnx 


•col x 


cos 2 x 


d x ros x 
sen a x 


= — coseccc 


:Arc lan x, t= -*• Are col x 


: cosce x 
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Poste queste forinole deli’ iutegrazione elementare prie 
di venire a farne uso nell' integrazione generale sembra 
utile il premettere le seguenti osservazioni . 

a. Osservazioni : i a Questi integrali per essere com- 
pleti debbono abbracciare una costante arbitraria che noi 
abbiamo omesso per semplicità dell’espressione. 

2 * Nella somma di più integrali Ja costante risulta dal- 
l’insieme di quelle che essi debbono individualmente ab- 
bracciare per essere completi . Quindi ne’calcoli in cui 
ha luogo l’aggregazione di più integrali non si suole per 
ordinario aggiungere una costante per ciascuno di essi , 
ma una sola che ne rappresenta la totalità . 

3 A L’omissione effettiva della costante in un integrale 
espone n falsi risultati . Per vederlo col fatto noi ci ser- 
viamo dell’esempio seguente desunto dall’ultimo caso delle 
foratole in questione . In effetto abbiamo da esso 

f àx sen x = — cos x 


Ma (T. pr. a6) si ha 

àx sen xsz d sen v. a? 

epperù 

J d# sen a? ss sen v. x 

Dunque 

sen v. x=s — cos x 

risultato assurdo. Tenendo conio delia costante l’assurdità 


)(*>)( 

sparisce; poiché in tale caso avremo 

fd x sen xss — cos x + C=z sen v. x + C ' 

equazione che por la proprietà altronde (T.pr, 5o;5°) co» 
nosciuta di essere cos x=», epperò senv. x=:o con x=o , 
determina la costante 

C‘=C-i 

la quale sostituita ci porta al risultato legittimo 
sen v. x= i — cosx 

Premesse queste osservazioni veniamo all’eggcllo : met- 
tiamo in forma algebrica la questione, e fissiamo così più 
da vicino l’argomento che ci deve occupare in questa lezione 
3. Data l’equazione j‘=zfx, l’assegnarne il differenziale 

d/-=dx f'x=: (fatto VxzsX) Xdx 

è lo scopo dell’operazione differenziazione . Onde vice- 
versa : data l’equazione djr-=Xdx l’oggetto dell’integra- 
zione non è che di assegnarne l’equazione integrale 

j ss/ A d x -f - C fx 

da cui deriva colla differenziazione. 

Or si sa che unico e generalo è il metodo per risol- 
versi il primo caso, ma non è così pel secondo. I me- 
todi per soddisfarvi non sono che varj e particolari . Invero 
P integrazione non si propone che di trovare fx da cui 
una data funzione A J.t è colla differenziazione derivata . 

4 
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Se -YJar venisse a presentarsi all’ integrazione lai quale 
esce per cosi esprimermi dalle mani della differenziazione, 
in tale coso per integrarla non si avrebbe che od appli* 
care alle diverse sue parli le foratole della differenzia* 
zione dementare (num. preced. ) . Ma la cosa nonècos'i: 
le funzioni differenziali si presentano ordinariamente al- 
l'integrazione sotto una forma trasformata, in cui non 
si traveggono i prodotti primi della differenziazione, nè 
le operazioni secondarie che hanno portato a quella tale 
forma . Onde è che quelle forinole non vi siano per l’or- 
dinario applicabili immediatamente, che s'ignorino in ge- 
nerale i passi retrogradi per ridurre una certa funzione 
differenziale alla di loro immediata applicazione; epperò 
che non si sappia, nè mai saprassi dare direttamente una 
soluzione generale al problema delle integrazioni . Dun- 
que il lutto delle nostre ricerche in questo soggetto non 
potrà ridursi che ad una esposizione ragionata de’melodi 
principali immaginati di mano in mano dagli analisti pei 
casi i meno particolari della composizione della funzio- 
ne X. Veniamo perciò alla considerazione di siffatti casi 
per quindi passare all’esposizione indicata. 

La funzione X può essere algebrica o trascendente: • 
noi esamineremo l’uno dopo l’altro questi due casi, che 
formano la prima c più generale divisione introdotta dan> 
gli analisti fra le funzioni. Incominciamo dal primo. 
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4. Dopo le funzioni algebriche differenziali monomie 
ax n dx considerate (n.i;4°) in cui è ax n , il ca- 
so più semplice ed immediato che si presenta è quello 
di Xz= x n (a+bx m ) r i cioè quello delle cosiddette fun- 
zioni differenziali binoinie generalmente espresse dalla 
forinola 

x n dx(a-\-bx m ) r 

? 

Noi per camminare con ordine e passare sempre dal più 
al meno semplice immediato incominciamo dalla conside- 
razione di questo caso , il quale nel mentre che ci darà 
un esempio delle prime trasformazioni onde una diffe- 
renziale si riduce all’immediata applicazione dell’integra- 
zione elementare, ci porterà alla preparazione di una for- 
inola d'integrazione mediata a cui dovrà aversi io ap- 
presso frequente ricorso. 

5. La funzione di cui si tratta 

x n d x(a-\-bx m ) 

può con due diversi metodi integrarsi: immediatamente, 
o mediatamente col ridurla a qualche altra integrazione 
conosciuta . L’ integrazione immediata non ha luogo che 
per alcuni casi particolari , che noi andiamo a riconoscere 
pria di venire a quella mediata e generale. 

Per effettuare la ricognizione di lutti questi casi basta 
riconoscere (T. pr. 3z) quelli in cui la funzione proposi* 
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riesce un% differenziale esatta . A tale oggetto assumiamo 
la funzione qxdx . fx r di cui la proposta è un caso par- 
ticolare. Per essere questa funzione una differenziale esalta 
urpo e (T. pr. 18; i° ) che sia 

. dfr 

ex dx = 

* /> 


Questa equazione adunque applicata al caso proposto è 
quella che ne somministra le condizioni di immediata in- 
tegrabilità , e determina perciò i casi cercati. 

6. Paragonando dunque la funzione generale colla bi- 
nomia proposta sì avrà 

fx=za-\-bx m , ox=x n 

epperò 

df 'xzsmbx m ~~ l dx 

Onde dalla stabilita equazione di condizione avremo 


C 

mb 


i — n 
X 


risultato in cui ìl primo membro essendo costante uopo 
è per la sua possibilità che lo sia ancora il secondo, cosa 
che ha luogo nel solo caso di n=m — i. 

Onde la funzione proposta x n dx(a-\-bx m ) non sarà 
immediatamente integrabile che in questo taso. Ma qui 
si noli che ciò s’ intende quando la funzione proposta si 
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s&ltornette all* integrazione senza alcuna previa prepara- 
zione . Essa è capace di immediata integrazione in altri 
tre casi de’ valori di n mercè una certa preparazione. 

7. In effetto i° Moltiplicandola e dividendola per#” ,r J 
allora si avrà la funzione 

3 

x n+.„r Jx (i+^j 

\ 

la quale paragonata colla generale oa*dx.fjc r dà 

f x= £ + _£L_ j 9 r=x n ^ r 
x m 

epperò 

d f.t= — ma dx 

donde la condizione di integrabilità 

^ „ — m(r-f-.i)— 1— n 

ma 

condizione non assurda , cioè possibile nel solo caso di 

n=— 1 

a 0 Essendo r un numero intero e positivo i : poiché 
sviluppando il binomio si avrà la fuozione scomposta in 
un numero definito di termini della forma Cx 03 dx, cia- 
scuno integrabile mercè la forinola elementare (0.1; 4* )• 
5 ° Permutandovi la variabile : in lai caso supposto 
a+bx m asjr si avrà 
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x w = 


r — a 
~1T » 


x n d.r= 


w4-l 

( r-a) m 


n-f-i 

mb m 


ÉL 


•ppcrò la funzione proposta 

n 4~i ^ 

x" ix{a+bx") = zl± ( - r Zt ì— 

trasformata integrabile immediatamente mercè la formola 


(n.i; 4°) quando — =i; poiché allora sviluppando 

il binomio (/—a) l’ integrazione si riduce come nel 
caso a 0 , a quella di un numero definito di termini della 

forma Cy v djr dipendente immediatamente da questa for- 
inola . 

Onde riassumendo questo ed il paragrafo precedente 
si potrà conchiudere : Le funzioni differenziali binomie 


x n dar(a-f bx m ) r 


sono capaci di immediata integrazione ne* quattro casi 
seguenti 

1® quando n=n»— 1 senza alcuna previa preparazione 
a® quando n = — t previa la moltiplicazione 
e divisione per x mr 

5° quando rast previo lo sviluppo del binomio 
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4° quando n=mf— i previa la permulaziono della 
riabile e lo sviluppo del binomio nella trasformata, 

O per meglio dire: Fra la funzioni differenziali binomie 
della forma 

x n d x(a+bx m ) r 

le immediatamente integrabili sono le sole quattro seguenti 
z a x m ~ x dx(a+òx m ) r 

a* dar (a-\ -bx m ) r 

x m(r+. . 

3" x n d x(a+bx m )* 

4" * m *“‘ dx(a + bx m ) i 

EscmpliGcbiamo intanto ciascuno di questi quattro casi# 

o. Siano proposte ad integrare le funzioni 

1 

i» x 3 dx(a+3x 3 )* 

Z. » 

a* x 3 dx(a+bx~ 3 ) 3 

3 * d xfa—x) 3 



La 1* clie rientra nel caso del num. prec. 1° per essere 
-3 


« , d fa -4- 5.r 3 ) . ,, 

• a dx= — ci da 


Jx 2 dar(a+5jr 3 ) 2 = — ^(a+Zx^ )* d(a+3^ 3 ) 

•* 3 

= 4» )±f£±Ì£Ìll + C 

La a* die rientra nel caso del num, preced, a 0 , tuoi- 

-i. 

tiplicota e divisa per x 3 dà 

7 Z 

3 


y'x 3 àx(a+bx 2 )' 3 ^J'x <ìx{b- s cax' i )' 

9 

= Ì/( A +‘'^) 3d ( 4 + n ' c, > 

A 

68(0.1} 4») S^+^lì l+C 

' ' ^ ' lOrt 

La 3 a che rientra nel caso del num. preced. 3° dà 

J'È £( a ~~ x ) — = f {a* x"'* dx— dx+dx) 
x a 

r=(n,»; 4 °) -• (x a — -a* — 2 <j1x)-{-C 
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La 4-* finalmente che rientra nei caso del aum. prec. 4** 
supposto yxza-\-x^ dà 

fx J dx(a+x 3 ) 9 dr(jr-«) 

o 

3 

= ("•>; 4’) -^r-(Sr- 5a )+ c 

9 . Fuori de* casi divisati non sono le funzioni bino* 
mie capaci di immediata integrazione . Avvi però per gli 
altri casi la risorsa dell* integrazione per riduzione . Que- 
sto è il secondo oggetto propostoci sulla loro integrazio- 
ne ; oggetto che si riduce alla ricerca di una foratola 
generale per cui 

fx n Ax(a+èx m ) 

viene a farsi dipendere da 

fx h àx(a’\-bx m ') t 

supposto conosciuto; e supposti gli esponenti k mi- 
nori di n, r. 

Per eflfeltuare questa ricerca si consideri che fra gli 
esponenti s,r possono darsi relativamente agli h t k tr& 

casi diversi; cioè può essere 

* ' • ■'* %# * 
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,'ì »'i • i«> b.>Zi , ed r=À- 

a 0 nsr/i, ed r>£ 

5° n>A, ed r>A- 

Scorriamoli dunque l’uno dopo l’altro. 
i° Si osservi die supposto a-{-bx m — Z t epperò 
d Z^zuibx m ~ mì dee si ita 

dx*Z 9 sspx^ 1 dxZ 7 +?x p Z 9 " 1 dZ 

■' j : t 

= Z d x(px p ~' Z+mbqx m *-P- 1 ) , 

z=zb(p J rmq)x m *~P~‘ ì 7? Ax+apz^'T? djr 

• . • # • • • , t 

epperò 

x n » 4 ^" , Z 9 “ , d x 

ss ' (dx^Z 9 — apx P ~' Z 7 ~'dx) - . 

£ (?+»»?) 

Applicando a questa forinola il caso della funzione in 

questione x tt dcrZ r , avremo * 

• t ( 

— i , r=zq — i 

epperò 

psrrt — w+« » <7 =:r + 1 '• 

Quindi sostituendo ed integrando avremo omettendo por 
ora la costante 
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» 

(F) • • 'fx n Z da’ 

* f, 

b[mr-\-n-Y i) V, 


n-m- f*i 7 r ' l ~ 1 


Z . i— i 


». _ »*„ 


É 


«(n — ct + i)/x” Z. r d.r 

- » . - • t 

Mettendo in questa formola consecutivamente 

n — m , n — am , u — 3m , ... per n 

( - • • » '• / ■ - 

ne avremo il seguito 

° • ' . r. 

fx n Z r dx 

~ 1 f x n-m+-l 

ó(m/+rt+i) \ 

a (»— m+i) fx n ~' m % r dxi 

fx n - m Z r àx ' ' 

«j,, ? y r ~*~ t 

é(m(r— 1 )+/ 1 4-1 j V 

a(n-am+0/.r a - am Z r dx^ 
y'x n ‘' 7m Z r da* . 

_ ! Ap /» — 3m+.f 2 r+ * l _ 

6(m(r~*)+n-fi) \ 

«(n-3m+i)/*»- 3m 7/ dx\ 
ec. ec. * ' ‘ 


l 
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Sostituendo la .seconda nella prima ; quindi la terza in ciò 
che ne risulta ; e cosi di mano in mano : supponendo 
per maggiore semplicità dell’espressione 

Azsb(mr-\-n+i) % A'szb{m{r— i)+» + i) 
A"=b(m(r—9)+n+l), A"'=sb (m (r-3)+* + ») 


cc. OC. 

&=za{n—m+ 1) , B'=a(n—irn + 1 ) 

B 11 ssa («— 3m + 1 ) , B’ n x:a(n — 4^-f-i) 


ec. 


ec. 


ti avrà la forinola generale . 

fx n Z r dx.„ 

\ 

x n~m+-i 7 r4-i , jg 2?/^ B B‘ B u -s 

^ A'A”*™ 


(»- a) 

. _ tffl'-ZT ' 




± Z r àx+C 


Il segno superiore è per i pari , e 1* inferiore per i im- 
pari : C rappresenta la costante finale di tutte le conse- 
cutive integrazioni M 
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Questa forinola può mettersi sotto un aspetto più sem* 
plice e più pronto alle applicazioni . Infatti si noti che 
un termine qualunque iesimo diviso pel suo precedente 

dà costantemente — 


5' 


A x 


: onde ciascnn termine 


può considerarsi come il prodotto di questa quantità pel 

* , (* — a) 

termine precedente, cosicché detti T\ T'' t . », T' 
i termini dal secondo in poi , sostituendo , e riducendo 
all’ istesso denominatore x m tutti i termini entro la pa* 
rcntesi , si avrà 

(I) fx n Z r àx 

' ^-1814-17/^» f m B . B'T* 


A 


\ A ,nr A" 


B"T 1 ‘ 
. >>■» 


■* t «a) (/ «■* a) 
_ B T 

,+ jT~T~ 


BB'... Tì 


(* -0 


A A'.,. A 




fx n ~ im Z r àx+Cy 


Per l’uso di questa forinola bisogna avvertire quanto sie* 
gue rapporto al caso di n negativa . 

L’oggetto di tale forinola non è che di ridurre ' 

fx n Z r àx ad fx h Z r dx ’ \ 
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supposto rt^>h . Or essendo n negativa sari r\ 

n —im (= h) ss — n-f /m 

epperò la riduzione della formola porterebbe ad n < in 

quantità di h che e contro Poggetto proposto. Per usare 

• * ' ' » , • 

in questo caso della formica si faccia n = % ed 

oliera essa darà la riduzione di 

k fx~ n *~ im Z r d.r ad fx~ n Z r ùx 

V ♦. ? > * • 

f 

cioè, se dirassi P la parte integrata; e il coefficiente 
costante della parte integrale , la forinola si presenterà 
sotto la forma 

f x -^*2'^ P+9 i/*- « z r dx 

thè corriepoodcntemente all’ oggetto proposto di n>A 
ci darà 

' « , 

». fx' mn Z r ix=: ~(f x ~ n +- im Z r dx-P) 

Illustriamo intanto con due esempj l’ uso della formola 
trovata . 

Sia in primo luogo proposta la integrazione della funzione 

' ’ ' VC 1 — * a ) 

Per effettuarla osserviamo che 

e*J • 

r ord.r . , 

/j7 — — = (>; 4”) - V (•-»■*) 

V(i *— x ) 
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Onde 1 a funzione proposta non rientrando in alcuno dei 
quattro casi di immediata integrazione (8), potrà integrarsi 
col ridursi mercè la forinola trovata alla dipendenza di 


/- 


jrd.r 


VC 1 -*’) 

Paragonando dunque a tale oggetto il caso proposte col 

generale della forinola si avrà 

/ * | 

71=5*, m — i) r— 1 ; < 7=15 b=z — 1 ; n — tm=i; eioè issa 

» 

Per essere /— i;o, 6Ì vede che la parte integrata della 
fortnola si arresta al secondo termine; che A t A \ e B B 1 
sono i soli che in tale caso hanno luogo ; e che sosti- 
tuendo i valori numerici si ha 


*7 


A = - 5, A' = - 5; B = 4 , ZT- a 


e per conseguenza • .. , . , 

« 

/_*!**_ = (4+3x » ) 

V(|-X 2 ) ° 5 

+ -1-/— J c ± +C 

5-5 y V(t— x’X ... 

= — ^ ( 5x '* + 4 * 3 + 8 ) +c 
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Sia in secondo luogo proposta la funzione 

jc ^ f Ir 

i+x a 


Per l’integrazione di questa funzione si osservi che 



dx 


(i; 7 0 ) Are tanjr 


Onde non rientrando essa in alcuno de’ quattro casi ci- 
tati si potrà ottenere col ridurla alla dipendenza di que- 
sto integrale . Perciò paragonando come sopra queste 

funzioni colle generali della forinola (I) si avrà 

, * • 1 » 

* : . * t » 

n=4; m=zi\ rxz—i, a=issb, n — jm=o; epperò i=z 


Quindi per essere n negativa sostituendo in detta for- 
inola — ad n, cioè facendovi n=o; e per esse- 

re i— z=o, la sua parte integrole P arrestandosi come 
Bell’esempio precedente al secondo termine, si avrà 


Axz — », A' xi — o é , B s— i, B’z 3 — 3 


epperò 


x n~~im +‘ i Z r ~*~ l 

A 



BB‘ = 
A A* =l 
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e per conseguenza 

1* ti" 1 


./ 


-/^7+rr< h, -> 


i -J-x 


ox 


= — -— (3x 2 — i)4-Arc tan jr-f-C 


ox 


* 

Consideralo il t° caso di n>A ed rei , passiamo al a* 
di n=h ed />£. 

a 0 Per P invenzione di una fortnola simile in questo a® 
caso di integrazione per riduzione della funzione propo» 

A r r 

sta x Z dx , osserviamo clie 

x n Z T &x=x n Z r ~ l àx.Z 

ovvero mettendo a+bx m per Z 

fx n Z 1 r dx -fa x " Z r ~'àx+fbx n +~ m Z r “‘d « 

Facendo nella formola (F^)' nTzn-\-m , rssr— i avremo 

/x^Z^’dxs I fx nJh, Z r -a(n + i)/x B Z r ~ , d*^ 

Dunque sostituendo e riducendo si avrà 

. . V 

/x" L T <u= ^ (x »-*- 1 Z r + amr /x» Z ,_ * dx 


Digitized by Google 



Se in questa forinola poi si metterà per r successiva- 
mente r— 1, r— 2j ... r—e (e denota un numero intero) 
si avrà il seguitò deile forinole integrali 

a 3 

Z r djr= ì x n ^Z r + SL^Hlfx r ‘Z r ~ l à.x 
A A 


Z r ~ * JL Z : + — _ m f — ì/x n . Z r 2 dx 

Z r "*~ 3 dir = J~ x n4-'7. r -*+ ±±Zl} fx n Z ^ àx 

À" à» 


ec. 


Sostituendo la seconda nella prima ; la terza in ciò di e 
ne risulta ; la quarta in questo secondo risultato ; e cosi 
di seguito, si avrà in generale 

T 

J‘x n Z r dx 

bx n *-'Z r r , abmv , (nbmf r(r— i) 

p 

*' L A'A" Z a 


( abnif r'r — i)... (r— e + i) 

+ (e-l) e ~ 

A 'A". -A Z ‘ 

, ' > . 

-f < abm '' C r( r — ì )--( r — g+O r r n 7 r ~ e dr 
A A' A"'" A k<: 

+ C ' 

£ è la costante finale di tutte le integrazioni parziaU ; 
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ed e denota i! numero de’ termini della parte integrala .» 
Questa formola può mettersi come quella di sopra sotto 
un aspetto più facile e pronto alle applicazioni . In ef- 
fe — i ) r 

f< tto si dicano t\ t n % t"\ ... t [ termini dal secondo 
in poi della sua parte integrata, e si noti che ciascuno 

• » . (e — i ) 

di essi, cioè d termine t eguaglia il prodotto dei 


■ . abm{r — e-f-a) 

precedente t per • — — — 

(e — i) • 

A Z 


cioè 


. (e -O 

t 


abtn 'r — • 

i e •— i ) 

A' Z 


(e — a) 


Onde facendo consecutivamente e=a=:3 = ec. ; sostituen- 
do e riducendo atristesso denominatore Z, si avrà 

(U)...fx n Z r dx 

f rr + (£= 0 -: 

A \ \J- A" 

(nhm)’ rjr-^) ... (r -e+ O fx - 7 /~^ x + c 
. (e— > iì J 

AA\..A V 


) 
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Qui bisogna ancora prevenire peri* uso di questa forme- 
la il caso di r negativi . Infatti in questo caso risulta 
hzz — r— - e, cioè l’esponente h della funzione di ridu- 
zione >- dell’ esponente- r di quella proposta, il che è 
con ro l’oggetto del metodo. Onde uopo è usare un ri- 
pugo simile a quello di sopra pel caso di n nrgativa. 
Fatto perciò nella formola (llj r = — r-f-e ; e detti P\ Q' 
la parte integrata e il coefficiente costante che risultano 
da questa tale sostituzione, si avrà 

« 

J 'x n Z e “ r dx= P '+ Q 'fx n Z ~ r dx 
epperò 

fx" Z- r dx— -~-(fx n Z C ~ r dx—P‘) + C 

formola che olire corrispondentemente all’oggetto propo- 
sto la risoluzione del caso di r negativa . 

Illustriamo del pari con due esempj i due casi di que- 
. sta formola . 

Sia per primo esempio proposta la funzione 

- dary'(i — x a ) 

Consideriamo (i’, 7 °) che 

f- — ss Are sen x 

V(i— x a ) 
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Onde non essendo (7) la funzione proposta capace di im- 
mediata interazione, la possiamo ridune a quella di que- 
sta funzione mercè la forinola (Ilj . 

Tn effetto paragonando queste due funzioni colle ge- 
nerali della formota si avrà 

n=0; arsi; ò= — 1; m=s 2; /= J, 

a 

* 

r — e — — , cioè e ~ 1 

a 

Quindi per essere e — i=o, J' ^-=zAz=. — 3 , si avrà 
la forinola per questo caso sotto l’uspetto 

/>z r d*= ****-'?■’ + «barn fx « z —‘ te+c 

A A 

die sostituendo dà 

+ i y_jk_ +c 
1 1 V(— x>) 

= ~ (^VC* — a ) -f-Arc sen x) +C 

Sia proposta per secondo esempio la funzione 

dar 

_5 

x(x 2 — 1) 1 
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Per essere noto (i; 7 0 ) 



= Are sec x 



ci facciamo a ridarvi l’ integrazione dell» proposta mercè 
la formola (11) . 

Si paragonino dunque queste funzioni colle generali 


x n 7 j r dx , x n Z dx 

e si avrà 

/ 5 

— -ijflsr — ijosri; mrijr^- 

2 

e — rr , cioè e — 2 

a 

Oade per essere e — 1 = 1 , la forinola si limita ad 
e per essere r negativa mettendo in essa e — - r in luogo 
di si avrà 

^ = — 1 , ^' = — 3 
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Quindi 


f- 


óx 


)(43)( 


ss Are scc x -f 


or a — 4 




3 V(x 7 - — i) 




+C 


Prima di venire al 3° caso giova avvertire che nell’ uso 
delle due formole (I), (II) s’incontrano de’ casi di n 
negativa per la prima , e di r negativa per la seconda 
ne’ quali esse non hanno luogo. Tali sono per la prima 
i casi compresi nella riduzione di 

JL 


e per la seconda quei compresi in quella di 


f- 


Ì£__ . a j / — ìl 




(»-•* ' ) 


I 

S * 


si tuli’ una pelò che nell’altra riduzione le formole non 
in dui ranno in errore. Esse ci presenteranno un risul- 
tato zz os che niente conchiudeodo ce ne mostrerà la in- 
sufficienza , e ci avvertirà perciò che fa d’uopo ricor- 
rere ad altri metodi per conseguire la proposta inte- 
grazione . 

Veniamo al 3* caso di n>A, ed r>À*. 
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5 ° Soi riveleremo !a r.duzicne di 

fx n Z r <Lr ed Jx h Z L dx 

in questo terio’caso dalle due precedenti . In effetto chia- 
male P, P\ e Q, Q‘ le parli integrate, e i coefficienti 
cfc&Unti nelle forinole (I), (II) clic operano le riduzioni di 

fx n Z r dx ad fx n ~ im Z r dx 

e di 

fx n ~ im Z r dx ad Jx n ~ im Z r “ e àx 
si avrà dalla (I) 

fx n Z r óx = P + Qfx 11 7/ d.r 

c dalla (II) 

fx n ~ im Z* <\K=P'+Q'fx n ~ im Z r ~ e dx 
epperò sostituendo la seconda nella prima si avrà la 
forinola 

(III). ..fx n Z r òx=P+P'Q-\-QQ'Jx n - im Z r ~ e Ax+C 
Dilucidiamola con un esempio. 

«•—a 

Sia proposta la funzione a:^dx(i— x 2 )* , la quale 
è fuori de’ quattro casi (8) di immediata integrazione. 
Considerando che 

= (i ; 7 °) Are sen .v 
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noi ci proponiamo di ri 'urti la proposta integrazione. 
Si paragonino a tale oggetto queste due funzioai colle 

x n Z r dx t x n ~ im Z r ~ e dx 

della formola (III), e si avrà 

, a 3 

n — '\ , <t=i, o = — i , w = a , r= — 

2 

n — */»=o t r — e ss — , issasse 

Per essere /— i = i=r e— i, si avrà 
Z ?=3 , B'=i 

//= — 8 , A‘=s — 4 P er I* forra* (I) in cui n=4 
A— — 4 , A‘=s—i per U fortn. (II) in cui n=sn— imsso 



epperò 


,n-am 4 *i *7 r-f - 1 


P= 


^ « 




i. 




2 . O 


<? = 


BB' 

Ad' 


1 

2 * 8 


P*= 


^ ( Z+ — ) 


a 4 


,, = f^/w) a r(r»-i) = 1 




2.8 
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Quindi sostituendo nella forinola (III) stremo 

5 


, .r ( i — x a ) 1 ; E a v 
+ — (5— ax ) 

a . 8 a 

, S Are scn x , n 
T ; ri' 

a . 8 


La riduzione di questo terxo caso potrebbe operarsi in- 
dipendentemente dalle due forinole (I), (li) come si h 
praticalo, ma mediante una formola generale calcolata 
particolarmente per esso, e che riuscirebbe in molti casi 
di più pronta applicazione. Si potrebbero col medesimo 
metodo di riduzione ottenere gli integrali delle funzioni 
polinomie 

x n (a+bx m +cx™ + ".ux im ) r Ax 

delle quali le binomie sinora trattate, non sono che un 
caso particolare . Ma il nostro istituto non ci permette 
di estenderci di vantaggio in questo argomento, e rimet- 
tiamo il lettore all’opera di Dubonrguet ( Trait . Èlément. 
de cale, differ. et de cale, integr. tom. l. n. »5ij *55), 
ave se ne troverà un sufficiente ragguaglio . 

Consideralo per le addotte ragioni (4) il caso delle 
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funzioni binoraie, veniamo a considerare la funzione prò- 
posta Xdx più in generale. 

10. Seguendo la classiiìcazione delle funzioni data 
(T. pr. Noz. prelim.) sappiamo che X in Xdx può es- 
sere razionale o irrazionale . Noi dunque mancando di 
un metodo onde trattarla in generale la considereremo 
sotto queste due forme speciali . Il metodo per integrarla 
nel primo caso gode della generalità , e nella prima sua 
origine si deve a Giovanni Bernoutli : non è cosi nel se- ' 
condo, in cui niente si conosce di generale, ma tutto 

si appoggia a tentativi , a vedute ed artificj particolari di 
analisi. Ci proponiamo dunque di esporre l’integrazione 
di JIT dar con un metodo generale quando X è razionale, 
e di dare in seguito a conoscere per quanto i confini di 
questo volume ci permettono, i casi più essenziali onde 
eseguirla quando X é irrazionale. 

11. La funzione razionale X può essere intera o fra- 
zionaria . Questi casi sono entrambi compresi nella for- 
inola generale 

a) • , e? — i . .fa») 

X“— ~^'P > x -h ’ P ' 

qx T^'a: *+•••• q' ' 

Ciò è manifesto, poiché facendo irrro si ha il prime, 
e per lutti gli altri valori di ir si ha il secondo . Il 
primo non soffre alcuna difficoltà , poiché si riduce ad 
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un seguito di monomj la di cui integrazione rientra sella 
regola fondamentale (n Ci fermiamo dunque sul 

secondo, e per considerarlo in tutta la sua generalità sup- 
poniamo Dividendo, e notando nel quoziente 

con c, c' t . . . ; a , «' , . . . ; b } b\ . . . i coefficienti 
con r , r% . . . ; m, m\ . . . , gli esponenti 

si avrà 


t /AUr= J\cx r +c'jr r 



av m ~ l + a‘x 
bx m + b'x 


m— 2 +a"x m “~ 3 + * •• 
m *“' +6'*x m *“ a + - •• 


) 


dar 


cioè dicendo Y l’ integrale della prima parte che si ot- 
tiene mereè la nota regola fondamentale teste citata , e 
Z il coefficiente di d.r nella seconda si avrà 
fxdx=Y+/Zdx 

Quindi il tutto si riduce all’integrazione di una frazione 
Zdx, in cui Z è una frazione razionale avente il mas- 
simo esponente di x nel numeratore una unita minore 
che nel denominatore. 

La prima idea che si presenta per effettuare questa 
integrazione si è quella di risolvere la frazione proposta 
nelle 6ue frazioni parziali : ed è nel fatto di questa idea 
che consiste il metodo generale per integrare le frazioni 
razionali. Vediamolo brevemente. 
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la. Dicendo A n , J\ % ec. B n> C n \ B' n , C* n ; ec, 
delle costanti , 'sappiamo (T. pr. 57) che ima frazione 
raiionale della forma proposta sarà 


Zdx= 


\ ^ 
+ 


(x+rt)'* (x+«) 


n— i 


(x + fl/ 

+ ee. 




(x+a> 


n —i 


+ 


B +C k x 

nT" 1 " 

(X 2 +6)™ ' 


B K +C t x 

— . ■■ ■ -j- « • » 

(X 2 +*/""*. 


+ ec. 

Onde JTj Jx risulta dalla somma di integrali parziali 
della forma 


/4 Ax ^ r (B-\-T)x\Ax 
(x+af ’ ° J {x*+b) n . ' 

Il tutto dunque della proposta integrazione si riduce alle 
ricerca di questi integrali . 

Vediamo pèrdo il metodo di assegnarli . 

Il primo si ha mediante la regola fondamentale del 
num. 1. In «fletto nel caso di n=i si ha per questa 
regola 
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• nel caso di n>i - 

=( | i4°) — t?ì — + e 

(x4-a) 1 " 

Il secondo si ottiene in parte mercè siffatte regole, e 
in parte col metodo di riduzione ( 9 ; a 0 ). In effetto 

(S 4-/?x) d r /* /? d r , /» Dxdv 


tir _ /» ndr p Di 

(x*+-b) n ' (x a 

_r|.z°\ /* /? Ix , D r x 7 A-b) 


+-by 




l — n 


+ PPV P?*/* 


djr 


X a 4-6 


(P', <?' rappresentano la parte integrata ed il coefficiente 
costante della integrale nell’applicazione al caso in que- 
stione della forinola (II) ) 

<*» »*) +W+ ^Arc u. +C 

Mostriamo il tutto con un esempio: ed assumiamo a tale 
oggetto il caso qui sopra citato del primo volume • 


\ 
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»3. Sia da integrarsi la funzione 

(x-f-3)dx 

(x— 5) (^r — i) Q (x a 4-5) 

Richiamando i risultati del primo tomo (luogo cit.) avrent' 

r (x-f-3) dx 2. r ftr Ir dx 

J (x— 3) (x * 4-3) ~ j <x "“ 3 * j 


(*-• ? 
d v 


1 r dx , * /» 

“o7 r-ry 0 

8 x— -i 4 x a +-3 


Dal numero precedente abbiamo 
dx ,, _v /• dx 


f~i = <(*-*), f 


= I (X— ) , /-!5- = -S- Are 
J x ~‘ ‘ V3 / 

Onde 

f 


(•*—o a 

dx 


1 

x — i 


tan 


V3 


(x-t-3)dx 


(x — 3j (x — i) 3 (x a +-3) 


— -L | . « 

ii x — i ' a v x— i) 


H — Are tan —■ — \-C 

4V3 V3 

Passiamo all’ integrazione della funzione XJx quan- 
do X è irrazionale . 

»4* Le vedute generali per l’integrazione delle fun- 
zioni irrazionali non si riducono nello stato delle cono» 
sceme presenti che a risolvere la funzione o in un se- 
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guito di naonomj , o a trasformarla in una funzione ra- 
zionale, sempre integrabili nel primo caso colle regole del 
num. i. , e nel secondo col metodo or ora esposto annu- 
meri li; i»; i3. Quindi per effettuare l’ integrazione pro- 
posta senza venire a’metodi di sviluppare in serie perchè 
supposti conosciuti , ci resta scio a parlare delle trasfor- 
mazioni necessarie onde una funzione irrazionale possa 
ridursi a razionale , tenendo sempre per integrata la fun- 
zione che ha subito siffatta trasformazione . Ma noi non 
abbiamo sopra di ciò delle regole generali : e solo dipende 
dalla sagacità dell’analista io scegliere le opportune so- 
stituzioni onde arrivare alla meta ne'diversi casi partico- 
lari . Noi intanto andiamo ad esporre brevemente quanto 
di più generale e preciso si conosce sa di questo ar- 
gomento . 

Considerando con tutta la generalità le funzioni irra- 
zionali possono darsi due casi: l’uno in cui l'irraziona- 
lità cade sull'intera funzione; e l’altro sopra parte di 
essa. Consideriamo primieramente il primo caso. 

i5. Le funzioni che rientrano in tale caso sono del- 
la forma 

AJ jrfx m , ovvero 

fx m 

X è una funzione razionale di x . 
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La prima è facile vedere cke rientra nella seconda, 

m — i 

poiché raoltip'icata e divisa per fr m prende la forma 
X (x d.r X' djr 

m — i “* m— i 

fx " r fx~ 

(X'~Xùe funzione razionale di x) . 

Onde la considerazione dei primo caso dello funzioni ir- 

X ite 

razionali si riduce alla funzione — — — . 

fx m 

Il metodo per trasformare in razionale questa fuuzione 

I 

si presenta al momento, poiché supposto fx"* = x-j-j* 
si avrà 

fx= (x-f -y) hl sx Bt +nji n ' 1 • • •y, m 

la quale trattata co’metodi ordiuarj della risoluzione delle 
equazioni darà il valore di X in /, epperò quello di dx 
in Jjr che sostituito nella proposta porterà ad una trasfor- 
mata in y ed \jr razionale . 

Questo metodo di trasformazione va dipendente ben si 

• ‘ 

vede dalla teoria delle equazioni al par di quello dell’in- 
tegrazione delle frazioni razionali ; epperò si l’uno elio 
l’altro incontra tutte le difficoltà che accompagnano sif- 
fatta teoria. Veniamo intanto a fissami le idee con qual- 
die esempio. 3 
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La forma generale di fx si è a+bx+cx* -f- * * '& H . 
Or si vede che quanto maggiore è m ed n tanto più ere* 
sce la difficoltà e la complicazione delta trasformazione 
proposta, poiché tanto più cresce il grado dell’equazio- 
ne onde si opera . Il caso più esteso che si sa trasfor- 
mare pe’ travagli riuniti dell’ Eulero, Lagrange, e Legen- 
dre, si è quello di msz, m=/j. Ma noi non possiamo 
entrare in questi dettagli particolari che troppo a lungo 
ci recherebbero. Per dare intanto un esempio del me- 
todo assumiamo la funzione 


dar 

Onde avremo 

y' (.r* 

epperù 

*= Z - ~ a - , a*= zMkzl'- jrA . 

b ~ %r 

E sostituendo avremo 



V(* 3 + bx+a) 


= =(.; 6*)-l (S-v)+C 

rs— l(ù-fa.r— aV(jc a + &»+*) )+C 


Passiamo al secondo caso in cui l’ irrazionalità cade 
sopra parte della funzione. 
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16. Una combinazione razionale qualunque di fun- 
zioni razionili e di funzioni irrazionali di d versa specie 
può esprimersi in generale colla figura algebrica 

i i 

òx f far, <p *x* , <$''x~ , ec. ) 

La trasformazione di questa sorta di funzioni non solo 
non sa operarsi sotto una tale generalissima forma , ma 
per l’ordinario neppure sotto delle forme meno generali. 
Avvi delle forme per cui si conoscono de* metodi onde 
operarla ; forme nelle quali però ne riesce l’esecuzione 
sovente impraticabile per difetto de’metodi subalterni , e 
sempre complicata fino ne’ casi più semplici. Noi per 
darne un’idea, senza entrare in dettaglio sopra delle for- 
me particolari in quanto avendo ognuna un processo 
tutto suo propno di trasformazione ci porterebbe troppo 
lontani , ci proponiamo il caso della funziono 

• 

dxf(.r, fa+bx )' 1 , (a+bxf , ec. ) 

Ter trasformare in razionale questa funzione basta sup- 
porvi a-\-bx=f nn n •••, poiché l’ avremo con questa 
ipotesi sotto la forma 



spoglia interamente di radicali. 
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Per darne un esempio sia data la funzione 

dx 

T i 

(»+•*) 4 — (i+x)* 

Supposto 1 4-^— J 8 » avremo dx=8/ 7 dj; epperò 
8 jr 1 Ajr fly ^ d y 


dx 


i 4 

y — y 


(» 4 *) — (*+*) 

Onde effettuando la divisione avremo 


»- X 


r- 


dar 


-7- = — 8 {fy 3 d/ +y> èjr ^ ) 


(i4x; 4 — (»+•*)* 

== _ ajr 4«4 / ^4lC^ 2 -0+ c 

‘ ri ^ 

= ~ 2 (i+x)' — 4('+' r ) 1 — 4U( , + X ) 4 “ 0 + C 

17. Quando la funzione A'dx non è capace di u 1’ in- 
tegrazione esatta , allora l’unica risorsa che rimane all’ana- 
lista si è di integrarla per approssimazione. 

Questo può effettuarsi o sviluppando la funzione data 
in un seguilo di monotrij differenziali, la di cui integra- 
zione rientrando nelle regole dii nuin. 1 , darà un in- 
tegrale in serie ; oppure mediante una sp eie di ridu- 
zione che nel calcolo integrale si conosce sotto il nome 
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di integrazione per parti, li primo metodo riposa sullo 
sviluppo delle funzioni in serie; ed il secondo sulla for- 
inola a* del num. i. Quello è altronde conosciuto: dia- 
mo dunque a conoscerne questo . 

Richiamiamo dal num. 1 la formolo citata 

/rdF'^rr'— jy'ay 

Essendo E, Y* due funzioni di x, questa formolo può 
mettersi sotto l’aspetto 

fXàxz=.X'—fX"dx 

in cui Af, X\ X" sono delle (unzioni di jr. 

Per mezzo di questa formola un integrale cercato fXAv 
si riduce ad un aitio /AT"dx, e non si ha che in parte: 
donde si è data la denominazione di integrazione per 
parti a quella specie di integrazione che si eseguisce per 
mtzzo di questa riduzione. Tutto il meccanismo del ma- 
neggio di questa foratola si riduce a dare alla funzione 
jXdx una forma YdY\ cioè a dividere la funzione da- 
ta X in due fattori i , Z t«Ii che Zdx sia un diflertn- 
ziale esatto d F, poiché in tal caso saranno conosciute le 
quantità 

A’ — YY'=z YJ Z dx , X"dx = F*d r 
da cui dipende l’ integrale cercato . 

Quindi l’integrale cercalo JXdx dipenderà da quello 
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di una funzione conosciuta in conseguenza della scompo. 
sizione di X in due fittori. Or è cosa chiara che tutto 
il vantaggio di questo metodo debba ridursi a prendere 
per questi fattori Y t Z delle funzioni tali che X"dx sia 
capace di una integrazione più facile delia proposta. Dun- 
que bisognerebbe proporre le regole onde ciò eseguire: 
ma disgraziatamente noi non ne conosciamo deile gene- 
rali; e solo sene appoggia alla destrezza dell’analista la 
riuscita ne’ diversi casi particolari. Applichiamo intanto 
questo metodo alla ricerca della forinola btrnulliana , che 
è una delie più generali da noi conosciute nell’ integra- 
zione per serie . 

18. Ripigliamo la forinola 

JYdY'=YY'—fY'dY 

che applicata i° alla funzione Xdx darò 

Y=X, dY'-dx, Y‘=x, dY-dX-X'dx 

epperò 

fXdx=Xx—/X‘xdx 
a 0 alla funzione X'xdx darà 

YxzX\ dy'ssx dar, Y'=zfx dxst—, dY=zdX'=X"dx 
epperò 

fX‘x dx=s X‘ — - fX“x * dar 

a a ' 
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3* alla funzione A"x a dx dori» 


Y=A‘\ dY'srx’dx, Y ‘:r/x 3 dx s= 4“> dY=dX"s:X'"dx 


eppero 


/t’x a dx sr - /JT "x 3 dx 

3 3 J 


e cosi continuando si avrà in generale 


/> m “ , x m “ l dx:= 


. 771 — ! 


m 


, 771 


-i/X w x»dx 

m*' 


Quindi sostituendo la seconda forinola nella prima ; dipoi 
la tersa in quello che ne risalta ; e così via via , si avrà 


J' Xdx — Xx — J- 

a 


X*’x 3 

a. 3 


X "x4 
a. 3. 4 


+ 


• • • • 


a . 3 . . . {m -f- i) + 


beninteso che X m =:f m .X; e che il segno supcriore è 
per m pari , e l’ inferiore per m impari . 

Questa forinola è la serie cercata di Giovanni Bernoulli. 
Diamone un’esemp-o nell’integrazione di x ra dx. 
Paragonando x n dx con Xdx si avrà 


fjl m 

X = x n , X s=f.x n =n(n-i)...(n-m+ i )x n - nt 
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« + 1 


)C«o)C 

epperò sostituendo corrispondentemente si avrà 
n(n — i) n(n-—tYn — a) 


(—7 + 


a. 5 


. 5.4 


+ 


— . . . + 


n(n — 1 ) . . . (n —ni +- 1 ) _ 


a .5 . . . (n» + i) + ■ • • 

Con questa forinola si può assegnare un nuovo sviluppo del 

retto — ^ — . In effetto dalla regola 4* del nutrì. 1 si ha 
n + 1 0 -1 

, n4-t 


y>d*= 


« + i 


Paragonando questo risultata con quello or trovato si avrà 
lo sviluppo 

* * • , , 

n n(n — 0 n(n— i)...(h_«i4-0 

• | — — — 4 * — — • • • • -- — ^ ■ ■ — « - - ■ • • • 

a -i.o a . o . . . (m-t-i) T 

sviluppo che gode il vantaggio sopra dell’ordinario 


= 1 — «4-« 4 — • • • di non essere divergente quan- 


« 4-1 


do «>i, e di non dare in termini indefiniti la serie 

1 

rappresentante • 

Si è abbastanza parlato delle funzioni algebriche; quindi 
passiamo alle trascendenti che formano il secondo caso 
dell’ integrazione delle fuuzioni unovariabili , soggetto di 
questa prima lezione. 

Sappiamo che X può essere o esponenziale o loga- 
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ritmica , o circolare . Percorriamo dunque questi tre og- 
getti con quest’ordine progressivo. 

19. Se X in Xdx ammette delle funzioni esponen-* 
ziali , qualunque sia la sua composizione non può am- 
mettere che determini della forma U a* dx; io cui U % z 
sono delle funzioni algebriche. Ciò è chiaro, mentre si 
vede bene che i processi algebrici elementari comunque 
applicati a delle quantità algebriche ed esponenziali non 
possono produrre che simili termini : potrebbero ò vero 
produrne con più fattori esponenziali a base diversa , ma 
questi tali trattati opportunamente possono sempre con- 
siderarsi come risolubili in altri di quella forma, e per- 
ciò siffatta forma come la elementare della funzione in 
questione. Quindi l’integrazione di Xdx può conside- 
rarsi in ultima analisi riducibile a quella della funzio»- 
ne Ua z dx ; epperò l’integrazione di questa come la 
fondamentale dell’ integrazione di quella . 

Considerando dunqua siffatta funzione osserviamo die 
essendo /U Ax tzdz ^ si avrà immedialameute 

■ /l7« ! <U=-2l+C 

Fuori di questo caso il metodo di integrar per parli ne 
è l’ordinario compenso . 

9 
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F«r venirne al fatto sì ripigli la formota 

JYdY'^YY'—fY'dY 

che serve di base a questo metodo ; e vi si applichi la . 
funzione in questione U a* dx » 

Pi due maniere può questa applicazione praticarsi : 

i.° facendo Yssa z e àY'~Udx 
3.0 facendo Y=zU c dY' = « * dx 
Vediamole l’una dopo l’altra, 
i,° Abbiamo 

YY'^a z fUdx 

Y'dY= la .Y'a* dz=\a.a x Y'V.idx 
cs (fatto Y'V. zGtU')\ a . U' a* dx 
Onde sostituendo si avrà 

JUa* dx=za s fUdx — la fU‘a z dar 

Mettendo in questa formola in luogo di U e U' succes- 
sivamente V' e U'\ U" e U"' % ec. si avrà il seguito 
delle formolo 

jUa x dx=a z JU dar-— la/Z 7 'a z dar 
fU'a* dx=za s fU'àx — \a/U”a z dar 
[Va* dx=:a x fU''dx-\ajU , "a z dx 
ec. ec. 
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Facendo 

JUdxxzX, JU'dx^X', fU"àx =X", ec. 

^ sostituendo la seconda nella prima, quindi la terza in 
ciò che ne risulta , e cosi di seguito si avrò in generale 

JUa x dx=a* ( X-X'la + X^‘1* a 

+ [ n a fU {n) a x dx 

Il segno superiore è per n pari , e l’ inferiore per n impari. 
Applichiamo questa forinola all* integrazione della fun- 


zione 


da: 


x ' 


In questo caso abbiamo 

a' = a J , U= 

cpperò 

dar 


X=fUàx=f-^- = 


X'=f U-dx=-f 

e finalmente sostituendo 

• a * d x a x 

x~ sx* 

•* dx 


dx 


ax 


noe * 

» 

ax 




_ /» ^ ** 

Sostituendo J — — — che non si ha che per serie, si avrà 
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l’ integrale cercalo di - 


a * d.r 


x 


Passiamo al secondo caso. 
a 0 Abbiamo 


YV'sz U fa * dx 

rdr=dUfa z d xszU'da/a 1 dx 

Onde avremo 


JUa z dx= U fa 1 d.r -J W dxfa x dx 

Quindi l’ integrale cercato dipende da quello di a x dr, 
il quale non si conosce che nel caso in cui la funzione 
zzzmx. Onde è in questo caso che il metodo di coi si 
tratta può applicarsi alla funzione proposta. Riconoscia- 
mo dunque la formola che gli appartiene. 

Essendo U a ,nx dx la funzione da integrarsi, sì avrà 


„mx 

a mx dx= — 

mia 


eppero 


fUa mI dx= l—fu'a^dx 

mia mia J 

Mettendo in luogo di U e U‘ successivamente U 1 e U'\ 
E" e £7"', e cosi via via: sostituendo come sopra nel se- 
guito di formole che se ne avrà la seconda nella prima , 
quindi la terza nel risultato di questa sostituzione, c cosi 
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di seguito , si avrà la forinola generale 

TP . TP » 


- „mx * TJi 

fUa mx dx=:- ( U — + 

mia mia 


(mia) 4 

s ( n ) 

flT a mx ix 


0 


(mia/ 

11 segno supcriore fc per n pari , e l’ inferiore per n impari . 

» 

da cui dipende l’esempio della forinola del 


y a * dx 


x 


n, i° , che non sa assegnarsi in termini definiti f e che 
per aversi in serie vi si suole sostituire lo sviluppo di a x » 
ci servirà per esempliGcare la forinola trovata • 

In effetto per questo esempio abbiamo 


eppero 


U= - , 771=1 
X 1 


V ■.«!— JL 

dx X 1 


17'»'= 


dW 

dx 

ÓU" 

dx 


a. 3 
Ji 



ÓU 


(n-~ l) 


dx 


— + 


x n + l 
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Onde sostituendo si avrà 


/ a* 4 r a x Y 

' x ~xTa V 


* + 


x 1 a 


(xia) a 


l . 2 • > * fn *“ i ) . • • a • 

— 4* in infamo 

(aria /” 1 


+ C 


Passiamo alle funzioni logaritmiche, 
ao, La funzioue XAx comunque composta di quan* 
tità algebriche e logaritmiche può considerarsi in gene- 
rale come risolubile mercè gli opportuni sviluppi, in un 
seguito di termini della forma U 1 n Ydx(U, V sono delle 
funzioni algebriche di x) . Quindi prendendo la cosa in 
tutta la generalità, P integrazione di X dx nel caso pro- 
posto può considerarsi come d pendente dall’integrazione 
di funzioni della forma V \ n V Ax : o per meglio dire 
l’integrazione della funzione U\ n p'Ax può riguardarsi 
in generale come l’integrazione fondamentale delle fun- 
zioni algebricodogaritmichc ad una variabile . Prendendo 
dunque la cosa sotto questo punto di vista generale, 
noi per soddisfare all’assunto ci proponiamo la ricerca 
di fV\ n V Ax \ e non avendo per eseguirla che la ri- 
sorsa del metodo di integrare per parti maneggiato in 
una maniera tutta simile al numero precedente , ne ri- 
pigliamo la formola fondamentale 

frAY'^Yr'-frAY 
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e ci facciamo a considerare che nell’applicarla all’oggetto 
ai può supporre 

io Y=l" V ed Y ‘~/UAx 

a» Y=Z7 ed Y'sr/l'Vd* 

Esaminiamo il primo caso e quindi il secondo, 
i.o Alburno 

Y*Y':= l” V./Uàx 

Y* dY -fUàx . 1 n ~ l fr 

r 

t-n/Udx,-?—- l" -1 Vàx 

tr ^supposto fUdx. ~U''^nU , [ n ~~ l Pàx 

Onde sarà 

ju\ n Fàx = 1 " rjuàx— n/u* \ n ~'ràx 

Mettendo in questa forinola in luogo di £7, U\ n succes- s 
sivamente 

U\ n — i 

U" t U"\ n — a 
Z7'", U‘"\ n — 5 
ec. 

Sostituendo la seconda forinola nella prima, la terza ia 
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<iò che risulla da questa sostituzione, e così di seguito : 
e supponendo in generale gli integrali 

fU {m) dx = X {m) 

si avrà 


fu\ n v&x~\ n r(x- — + »(«— 0*“ 

v 1 r x* v 




r( m ) 


\ m r 


+ n(n—ì)...(n-m)JTJ 1 /^dur 

Applichiamo questa Corniola al caso di l" jrdx: ed avremo 

tt „ . (m) (ot— i) f. zr 

£C=i, epperò fT =/C7 






Onde sostituendo sarà 


d* = *l%f, ?L + n C"-0 

'v I* ^ ,» x 


.. a»+i) 

^ " ■ ì ■■ ■■■■ ■ • • • 

• m 


a.* Abbiamo 


i m 

i x 



YY'=tf/l" Vàx 
Y* dY = dx V. Uf\ n Vàx 
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Onde sarà 

fUì" ràxszU/ì n Vdx-/dx[\Ufl n Pdx 

Quindi 1’ integrale cercato dipende da f \ n V dar, il qude 
anche nel caso più semplice di Vzzx non si ha che 
espresso per una serie infinita come si è qui sopra ve- 
duto: quindi questa maniera di trattare la funzione pro- 
posta non ha alcun efletlo. Tratteniamoci iutar.lo un mo- 
mento sull’espressione (num.i°) di questo integrale quan- 
do n è negativa , 

In questo caso l’esponente n — 01 — i dell’integrale di 
riduzione riesce in quantità >n , epperò la formoli di 
cui si parla ridurrebbe l’integrale cercato a dipendere da 
un altro meno semplice c meno facile ad assegnarsi , il 
che è contro l’oggetto clic si pretende con essa conse- 
guire. Quindi in questo caso potrà condursi nel modo 
seguente . 

La funzione proposta sarà nel caso di n negativa 
-p~ = (per essere (d^) : f.*'= dar) 

ur # d£__ 

1’. ìf y\ n y 

Quindi in vece di scomporsi come sopra r.c’Juc Ltlori 
U dx ) \~ n y si scomponga n L ' due io 
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- ur ~^r t dr'=— « — d ( — ! — V 

i\r n n v «— 1 ^ j *—'yJ 

* * ' 
Onde si avrà sostituendo come sopra 

,r ur\ 

r VA* _ ur + _j_ rf a \ Tjr) \ 

/ r V (n- i)V.Vi n ~ l r ri- \ J 

Per non dilungarci in inutili complicaiioni Ji calcolo noi 
restringiamo l’uso di questa fui mola alla ricerca dell’io* 
tegrale proposto nel caso di Vz=zx. Quindi avremo 


r-Uùx __ U x 1 nAUx 

’ i n . . .ri — i ! 

1 x (n — i)l x n 1 x 

Facendo £7'= — , e mettendo in luogo di U t U\ n 


successivamente 


U' t U\ n — ì 
U' y U"\ n — a 
U , '\ U‘"\ n — 5 


si avrà sostituendo 


/-^= ? (v+—+ r J J, ' i l x —+...'\ 

ì n x (n— I)l a ~ l x' n—2 ^(n- 2 )(n— 3; r ) 


V'\x . U" l'a 


(n~i)l 


1 r u 

i)(n— a).. . ». i ' J 1 
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Se sarà per esempio U=z x m % si avranno in generale le 
funzioni 


epperò 


ff W cs(w + i) / *x m 


rx m Av __ ar m ~ i ~ t r ^ (rn -f Q Kr (m-f »)* I * j» 

ì n x (/*-.) l"—*'* n “» + 


, fm + i) * p x m ix 

(»— OC'» — *)•••»•* J i j» 

Se sarà m = o, n=4 » avremo 


.r m dx 

L’ integrale di da cui il cercato dipende non 

ìx 


può ottenersi cbe per mezzo di una serie . Noi non ci arre- 
stiamo di vantaggio sulla ricerca di questa serie, essendo 
ordinaria presso i Trattatisti, e passiamo piuttosto al caso 
in cui X in A dx è una funzione che compiette delle 
funzioni angolari , 

2 i. Se z rappresenta una di tali funzioni, e con U 
notiamo una funzione algebrica di x, allora la funzione X 
qualunque sia non potendo compleltere che un seguito 
di termini della forma U z n d.r , ne avviene che l’inte- 
grai ione proposta di A"dx nel caso proposto può riguar- 
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darsi come dipendente da fUz n dx. Quindi operando 
similmente al num. (18; i° ) avremo 

jUz n dx=zz n /U d.T - n/z d z ./Udx 

Per ripetere e continuare questa forinola come al nume- 
ro precedente bisogna prima assicurarci se la funzione 
a' 1 '" 1 dz./Udx è dell’ istessa forma della U z n dar, cir- 
costanza da cui dipende una tale ripetizione . A questo 
oggetto si richiami che una funzione angolare 5 può es- 
sere di due sorti: può rappresentare una linea trigono- 
metrica di un certo arco .r; o viceversa, un arco di una 
certa linea trigonometrica x. In entrambi i casi z~fx ; 
ma non in entrambi fx h della stessa natnra . Infatti jicl 
primo caso fx è tale clic dà sempre per f'ar=s‘ una 
funzione angolare sempre diversa di z, e nel secondo ne 
dà una algebrica (si riscontri il T. pr. nn. a 5 , 26), 

Onde i° in 

z n 1 da ./ Udx = 5 ; 1 dx . z ’/Udx 

= (fallo U'=z'/Vdx ) U'z n “* dx 

V è nel primo caso una funzione trigonometrica , lad- 
dove nel secondo caso è algebrica come U. 

a. 0 La funzione Vz n 1 dx non ha l’ istessa forma 
della U z n dx che nel secondo caso solamente. 
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3 .° La ripetizione di cui si (ratta non ha luogo in ge- 
nerale che nel secondo caso, mentre nel primo uopo è 
conoscere l’ indole particolare di U\ la quale varia co-* 
me varia z . 

Consideriamo dunque in primo luogo il secondo caso 
che è il caso generale . 

aa. Senza ripetere l’operazicnc potrà la formola cer-* 
cala tirarsi da quella del numero precedente, poiché non 
si ha che a fare \V=iz nella funzione U 1 n V dar di tale 
numero per ridurla alla proposta . Così facendo avremo 
dunque 

JUi n àxssXz n - n X'z + » (n -i) X' 1 z n -*-- * 4 

t)***(rc — m + 1) z n ~~ m 

? n (n — i) ■ • • (n-m)/# (m4 ' ,) d* 

in cui 

X (m) =/U (m) dx } U’=Xz , ,U"=X'z , ì U'"=zX" , i\ec< 

Diamone un esempio : supponiamo 

£7=1, s= Are seno? . 

avremo 

s'crf 1 . Are sena? 33(1; 7 0 ) 1 — — 

Y (»-* 2 ) 
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. «pperò 

X=fU&x=x % U'= 

» • V( |— ^ a ) - 

X'=fU'dx s =-y(,-.x a ), £/“=— » 

X'=/U"dx=-x ì U"‘= 

V(— * a ) 

X u, =/U‘" dx = y(i-x a ), Z7'"' = I 

ec. tc. 

Onde sostituendo si avrà 

x Are" 6en.r=^ ,, x-f-n 2 ' 1 '" 1 V(i— x a )— n(n— i) 2 ”"" a x 

— n(n — i) («— 3)z ra- "^ V(i— x a )+ ec. -\-C 

\ 

Non ispingiarao avanti queste ricerche. Veniamo piutto- 
sto al primo caso che è di maggiore uso ed utilità nelle 
applicazioni all’astronomia , a cui principalmente mirano 
le funzioni angolari. 

»3. Nella ricerca di cui si tratta sull’integrazione delle 
funzioni completlenti linee trigonometriche noi non ab- 
biamo che ristrette conoscenze. Mancano de’metodi ge- 
nerali, ed ogni funzione ha il suo metodo particolare di 
integrazione. Nonostante la restrittezza delle conoscenze 
l’esposizione di tutti i metodi particolari che le compon- 
gono ne riesce sempre lunga ed estesa , e perciò non 
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può tuli» infera avere qui luogo , Noi dunque dorando 
restringerci nella restritteiia stessa di tali conoscerne « c» 
limiteremo alle principali ed alle più generali, E cam» 
minando secondo l’ordine della loro dipendenza daremo 
1 * integrazione della finizione Ut n àx 

' * • * t 

l.o Quando 17 srl, z sz seu j:, n zz m 

• * » ,y - 

epperò quando 

2 sr sen (q~ y) ~ x cosjr J 

m ' 

a,° Quando U zz 1 , z = sen x n cosx 
5 .° Quando U — x m % z rr sen x sr cos x 
4 .° Quando U ssi, n ss — 1, zzza+bcosx 

Esaminiamo dunque l’una dopo l’altra queste ricerche. 
34. Dunque in primo luogo si tratta di definire 

4 i 

y'dxsen m x 

Osserviamo che . , 


Ax sen x ss d.r sen x . sen m “ 1 x ss— >d cos X. sen x 
Or sostituendosi 

V(i — cos 9 x) per senx 

sviluppandosi il binomio, ed integrandosi termine per ter» 
mine si arriverà alla forinola generale 


r..i . . , 
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J &x scn m x ss 

•■colar ( i— — — — — cos a or-|- - ™~~ l cos^ * 

+ (w~»)v..Ci»-a» + 5) 2 0 


,« —i 


a. 5 ...(n — i)(a«— i) 


4. ec. *+■ C 


Il segno superiore è per n pari, e l’ inferiore per n impari. 
Ma ua’allra espressione suole orJinariamenle darsi per 
yd.rsen m *, cbe può ottenersi facilmente coll’ordinario 
metodo di integrazione per parti . In effetto facendo nella 
formola fondamentale richiamata (17) 


Y s: sen m “ 1 x , dJT' = dx scn x — — ci ecs x 
si avrà 

sen m x ~ — sen m a: cos or + (m—i )/dx sen m “ ’x. cos' 3 x 

ovvero sostituendo il valore di cos 2 x e riducendo 

'dx scn m x ss — ~ sen m ’~ 1 x ccsx-f- /"dxsen a x 

/» m 

Ripetendo questa formola col mettere successivamente 
7M — a per m, e sostituendo nel seguito thè ne risulta 
la seconda nella primo , la terza in ciò che se ne ha , e 
così di seguilo come al nnm, cit. (17) } si troverà peri» 
cercala espressione 
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seti 


sen oc x *»• - • •/ l’ir.-.'* ; .1 % 

casa?/' m . 771 — i 3 . fra— 1 ) (m — 5 ^ 

sen”* 1 x4- — 

rn \ /n — a — a; («»— q) 

i-S) ^ „-„h-. x+ . . . 

(./I -a ; • . . C"»— n l+V'i~ i, \ 

U-.) (m- B + ^y- scn „_„ x 

ti ràpprcsenta un numero pari sar, essendo r il numero 
do* termini' fra le pirentcsf, '* • -” v -' - i- • 

Se in questa espressione si farà x~q—y (q indica il 
quadiante), si aviòf ‘ ^ . r ’ - 

1- djrs= — i\jr t senxccosj*, cos.r = senj- / 

epperò • » ; * . ' ' i *■ 

djr*sen ** x tz — dj* còs m f ' ' ' ) 

Donde- 1 


m — 


s 

x , 




h 


Jdjr cos m /= feos”* V+ cosm “ 3 

Xi' • , 

+ ... ( n !.z ~ 1 ) + 1 L + 

(tfi — a).#.(ws — n + 5 J 

'•* ' !»**aì r • n. • -f n ' 1 .. ■ 

, fffl-l). . . (m— n+ 0 




i 


in ... . ^in—it + i) J 


Cosi potrebbe aversi J Jxlan m x , epperò 

/ d (q-j) lan * (q-j)y= -/ !/ ccl "V 


il 
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Infatti supposto tannrses, si avrà (157°) 

d Are ten sssdjess — 

a a + 1 ✓ ‘ 

epperb 

fixux 

z a “f- I 

Il che potrà effettuarsi o sviluppando il binomio (*’ + i)"" 1 , 
ed integrando termine per termine; oppure riducendo mer- 
cè l’applicazione della forinola generale (I) del numero (9) 

a4 y_i i_ 

Z 2 -|-l 2 2 I t 1 

Noi non ci arrestiamo ad eseguire una tale applicazione 
che potrà servire per esercizio a chi vorrà eseguirla . , 

Quando m è negativo, le formole trovate per fdxsea m x 
ed fAy cas m j portano alla dipendenza di un integralo 
meno semplice del proposto , cioè riducono 

f ed 7 -l r ... ad /. ed f- ... 

sen m X - co $ m f ' seti x cos m +~ n j- 

In questo caso per arrivare all’oggetto bisogna tenere al- 
tra via che noi dimostreremo qui appresso nel secondo 
caso delle proposte quattro integrazioni . 

a 5 . In secondo luogo si tratta di assegnare 

« *• . , • ' • ' 

1 * fdx sen m x cos " x 
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Scomponendo ■ t 

sen w x in sen x »en m “’ 1 x 

ovvero 

cos m x in cosx cos”'"’ 1 x 

si potrà col solilo metodo di integrazione per parli 1* in- 
tegrale proposto ' 

f=/dxsenx. sen m— 1 xcos° 4 f ■ 

/dxsen w x cos m x < 

f =s fdx cos x. cos”*” 1 xsen m X ! 

> s - . * 

ridurre ad fdx cos” x o ad fdx seuìZlx:, supposti 
conosciuti in forza del numero precedente. Noi ci atte- 
niamo al secondo caso solamente; l'altro maneggiandosi 
in un modo tutto simile-, ^ 

Facendo dunque nella solita forinola fondamentale N 

*•.-*-•* , r ' * " ~ * * . 

• • t , 

J r =cos n '“ , a:sen m x; dF'ardjr cosar, cioà F'gs stnX 
si avrà 

f d.r sen x cos® .rst sen xcos B '“ 1 x— • • * 

.. • . f . t ■ 1 

mfdr sen m x cos n x+(n— i) f dx sen x cos n ~~ a X 

- » . . » • > 

a sen 1 x cos n “~ l x—m fdx sen m x cos n * 

-J- ( n — i)/d*sen w xcos""" 9 x(«— cos*x) ; 1 
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Donde riducendo si avrà 
J dar sen m x cos" * = 
n — i 


/» + /* 


m-\-n 

f djr sen m xcos n ~ ì x 


s«n m -*- , JCCoa n '“' x 


Ripetendo questa formoli col sostituire Euccessivaraeute 
n — 2 per n : e quindi sostituendo al solito 1’ una enlio 
l’altra si arriverà in generale ad avere 


x sen m x co»"jr: 


sen 


m 4-i 


m-f-n 


^cos" 1 x-+ 


. \ n — 3 

(n— i)cos x 


* • *0»— ») (n — 5) co * n ~~ ù y . 

’fn — i). . r-4-a)co9”~ r aj - • < 

(wi+n— a; . . . (/»+» — /■+!),. , 


(n — 0 (n— 3^ . . . (n — r) 


«— r+O ' 


.r sen m xcos’ l “" r ’x 


(/»+«} • • • (« + w— ff+») 

;• è un numero impari . 

Questa formola non può applicarsi al caso di ra nega* 
tiya , poiché non fa in tal caso che ridurre l’ integrale 

da: sen m x 

meno sem- 


/ c 
- 


da: sen m .r^ 


a 

COS X 


n+-r-*-l 
COS X 


plice di enov ...... -, 

Per rispondere dunque a questo caso si consideri che 
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abbiamo da qui sopra 
p d.r sen w x _ * 


n 

COS X 


m — n 


x 

cos n ~*~‘ X 


fj+t /> 4-r sen m x 


n -t-t /-j? 
m—n J . 


cos'ex 


sen m ~^~ l x n — « p 

+ a ' x m—n+zJ 


ovvero mettendovi 11—1 per n 

p dxsen m x __ » 

' cot n -* x ~ n- 11 * 2 cos 

Donde si ha 

dr se» m x » sen rn ^‘ x , n—m — o /> dxsen m a 

~ 7 »-»' J COS «-» X 


da? sen m x 


cos" x 


/ 


n 

COS X 


n- 


cos 


p (I r 


d.r sen m .r 


cos’ x 


COi" x 


E quindi operando come sopra , ciob mettendo successi- 
vamente n— a per n ; e sostituendo l’una entro l’altra 
le formole che ne risultano si avrà in generale 

sen m '*~ l x f ' n —ni - 
(ra— i)cos'*"‘ , x ^ “ 

+ e». < * 

(n— 3) (ri 5) 

' + ...+ (--'»-») ■ , • • ("—"r i: ) co, r x 

T T (n— 5) .. ,(n— r— •) 

fri-— w — a) ■ . . (n — m —f — -i) /» d.r sen m v 
(« — 0 • v 1 ) ^ COb X 
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Facendo dì = o in questa forinola si avrà l’.t'spressioite 
r* dx 

d, J i — clic promettemmo alla fine del numero 

cos" x " . . " • \ 

« » • • . « 

• > % » ^ 

precedente. 

Per averne quella di % /'~ non si lia che a pren- 

sen”'x 

* - - i 

derc la funzione f&x sen m x cos n x sotto la forma 

J'ix scn x sen 1 x cos n x ► 

e trattarla nel modo stesso onde si è trattata sotto la 
forma 

fàx cos x sen m x cos""" 1 x 
•Facendo mst — m nella formola qui sopra trovata si avrà 

j 

1 integrale di — — . Ma tanto basta sopra que>- 

lCQ m XCOS n x 

sle formole: passiamo a quelle formanti il terzo caso delle 
proposte integrazioni . 

a6. In terzo luogo si tratta di determinare gli integrali 

fx m d-rsen" a: , Jx m dar cos" x 

Ricorrendo al solito metodo di integrazione per parti ; 
e richiamando pereto la funzione proposta 6ulla formola 
fondamentale di esso si avrà 

r^sx m r F'ss/djrscn'*^, ss/dxcos n x 
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ym 

epperò fallo Y'ssX sì avrà - ,* • 

Jx m XdxxiXx m — m Jx m ~ l d \xJXdx 

y v , ' * 

ovvero supposto JXdxzsX* 

fx m X d.r =s Xx m — mfx m “ 1 X' d x 

Ripetendo al solito questa formola col mettere successi- 
vamente • > 


A'*, A" ; A""'; cc. in luogo di X % X 1 

/ 

, m — 2 , ee. in luogo di m 


e sostituendo come sopra l’una entro l’altra le forinole 
ripetute si avrà 


Jx m dar scn n x 


Jx m dx cos fl 


> =** ( X— mX ' + 
x( V * X a 

. . . + Q.. . Qn— r-f- a) A 


fr— i) 


.r— 1 


+ m(m— i) r+ì)Jx m r X ^ dx 


r significa il numero determini entra la parentesi: il se» 
gno superiore è per r impari, e l’inferiore per r pari. 
Applichiamola al caso di rt = », ed avremo 


Digitized by Google 



X 8 4)( 

Ji — /d* senese — cosar, Jdx cos x = scn x . 

,Y'= fXdx=i — sen x , ss— cosar 
X'=y'X'dx=cos Xy =s — seni- 
X"'-=fX >> JxssseiKV, =C0S4T 
X l "'=zfX' v àx= — cosx l = sen.v 
cc. et. 


Onde sostituendo si avrà 

^ /" w sen * /»(m— l) cos .r 

/* m djrsenarss— .r m ( cos .r ; 

\ x x * 

m(m— i\fm— *Ucn.r . m . . . fm— 5) ccv.r 

. + i -5— — + 14 


m—m • • • 




Ovvero 


cos ar w (wi — Osen_r 


. m cosar m{m—i 
Vx m axcosxssx i senar-j — — 

* \ x X 


m(m—\'){m — ’ì)^x se.nx 

“ -y ' 4 


X 



Veniamo all’ ultima delle proposte integrazioni. 

57. In guaito luogo finalmente si tratta di assegnare 

/ » dx 
! a-\-0 cosar 


f 
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Si suppong* cos.rsej'; sarà 

dx= iJl 


V C*-j' a ) 


epperò 


/ 


cìx 


«+6cos,ar 


= -/; 


tir 


(a+^r) V(»“J a ) 

Per rendere razionale questa funzione ì’artifuio conosciuto 


si è di supporre y=. 


* — u 


i +rz ' 


: donde si avrà 


a +bjr ss — = (supposto = 
a-b=±n secondo che <7>>o<&) 


i+tz< 


a \* 


VCi-jr’) = — i <1 j = _ -Asia 

I+U* 

Onde sostituendo avrassì 

ày 


(a+by) V(*“r J ) 


(•+“*) 

e d« 
m+«s* 

12 


Digitized by Google 



)(86)( 

caperò nel caso del segno superiore si avrà 

p d y p » d u 2 p d u 

^ V(»^r") "" m+nu i ~” l+ l u * 


m 


V— • d u 
ss — • V “* / ’ 

m 1 n J , n 

» + -»* 

m 


( , ;7*)T^ Arcla "“ v ;£ 


V(a*-b J ) 


- Are tan 


“ V G^) 


e nel caso del segno inferiore si avrà 
ój j iAu 


-f 


( a +Ar)V( I— J ) rn— nu 


= -/■ 
« 7 


d u 


(V = — Kv = +»)' 


Per avere questo integrale si supponga 


d u 


A A u J' Au 

ni ' . m 


TYl Ì71 , ir* 

(V--»;(V-+«) v--« v- +« 
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Donde si avrà 

cioè A-\-A' ss V— , y/ — A' z=.o ; cioè A=s — y— = z4' 
m % ni 


eppero 


n da ^ ni f r A u r d o \ 

<V = — XV = +«>'" 1 ^ v^+«' 

=(>;6")^~ (i(v^+»)-i(v'™-«)) 



V'»'< 





V fr i* -Z> a ) + «C ^-^A 

y (a 4 — b 1 ) — f< (rt — A) / 


Non ci estendiamo di vantaggio sull’ integrazione delle 
funzioni di una variabile. Il nostro corso è limitato, c 
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noi don possiamo scendere in lutti quei dettagli della 
scienza , i quali sembrano formare piuttosto il soggetto 
di opere classiche che di un corpo di lesioni, il di cui 
oggetto è quello di presentarne lo scheletro, e di demar- 
carne i confini . Noi ne abbiamo detto quanto potrebbe 
dirsene di più essenziale , c quanto basta per conoscerne 
lo stato presente de* suoi progressi, non avendo passato 
di sopra che ad alcune ricerche soltanto concernenti fun- 
zioni particolari . Due oggetti generali ci restano a con- 
siderare : il metodo di avere per approssimazione il va- 
lore degli integrali definiti , e 1* integrazione delle fun- 
zioni differenziali unovariabili degli ordini superiori . Dia- 
mone dunque la conoscenza . 

»8. Quanto al primo cccone l’argomento: supposto 
che una questione fissi colle sue condizioni il valore che 
prende fXdx per isd, se ne domanda quello che 

acquista quando x — a ^ ; cioè fatto fXdx — fir , si 

. ( m ) 

tratta di definire per approssimazione la supposta 
conosciuta f a. < 

I! metodo per conseguire questo e che dobbiamo al- 
1’ Eulero, consiste 

nel partire la differenza de’ due valori a^ m \ a di a? 
in un certo numero m di parti eguali da; il che dà 
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<*-f Aa=«' 

a '+ Aa:=rt^-aA<■*:=:a , ' 
rt‘ , ^-Aa=^l-i-3Afl = a" , 
ec. ec. 

; \ * . 

a° nel mettere nella noti formola 

f(x-f Ax) = f.r-|-Axf , .r+ — x — f"jr-f r — f ,,| ar+ ••• 

1 a a • o 

A a per Ax, e successivamente a, a\ a ", a"*, ... a^ m ^ 

per x ; ovvero — Aa per Ax, ed a\a" t . . . a' m ^ per x> 
il che dà 

f ( < r+An)=frt , =fa+Aarrt+ f" rt + A^-f'"d + * * 4 

» 

f (n'+in) = fa" = ra'+A(if’<l'+ PV+- • • * ' 

f(« ( '"“ ,) . t -Aa) = fa W =f« ( '” 


ovvero 


" ,) -t-A a f« (m - ,) 4- — r« ( " -,) v 

a 


a.o 
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f(«<— Aa)=la = t»‘— AafV+- — 

*(«<♦-&!) sfa* = fa"_Aaf‘«"4--^- f"«"- — • . . 

' a a.D 


• «V 


f(« W -A«)=ra (, "- ,) — fa W 


Art f , («0 

à73" f ^ 


5® nel sommare corrispondentemente questi due seguili 
di forraole , con che si ha dal primo seguito 

izfa+Aa(('a-i-l'a'-i~Pa''4-Va , "-i-" •) 

+ ~- (f'VH-f*'«44 , VH-fV^f'V' , 4- • • •) 

+ (f , 'Vz4-f''V-M"V'4-f'V"4 ) 

+ cc. 

« dal secondo si ha 

fa ( '" ) =fa+Aa(ra t +ra ,, +fV”+fV , »+ • • •) 

— — ( f » v + pv , + r * a w + r , « ,,,, + • • •) 

*+ “ 4 - ( rV + fV , + f m 4 w + f m «’ m -*- • • •) 
2*0 * 
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4° finalmente net prendere dall’una o dall'altra somma, 
come più piacerà un certo numero di primi termini, che 
bisogna per la cercata approssimazione; numero che ri u- 
scirà tanto più picciolo, quanto più piccioia sarà Aa; 
oppure eh’ è più semplice nel prendere un siffatto nu- 

« 

mero di termini dal loro mezzo aritmetico 

fa- m) = la-f-Aa ((V-sfV’-r- • • • fa (m-l) )+ (P«n-P<i W ) 

+ A5l(P- a _p- a ('")) 

* a. a v 

+ — — — r (r»’a~r”a r,7l) ) 

a. a. 0.4 ' 

*4- ec. + ec. 

Diamone intanto un esempio ; e proponiamoci di assegna* 

1 

re per approssimazione il valore di fe •* d.r dalla sua 
origine x tza~o sino ad x = 1 . 

Applicando a questo esempio il caso generale avremo 
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X-Vx-e » 


( 1 X 
éx 


= ("x sr 


« 

fi ■* 


X 


. 2 


Q -rn -rn J 

à x f»>» (•— *r)e •» 

- •— l »* •— 7 


tir 


X 


d Y _ ^ » — 6 x-*- 6 x 2 ) e ■*' 


dx ^ 


„(5 


Fatto A a r: o, i ; epperò 

a s=o; a'so, i; fl" = o,ì M , ssa^ ss i 
si avrà 

1 (x s= o) ss o 

T 1 

f'a'ce” •'*, PV = e “■*.... f'a < ' ,o) = .-• 

f a (,o) =e — ' 

l_ ___ 1 

CV ss ° l8 --- , f”a” ss ,... f »<*(* °' } =z-c'- 1 

(pi O* (<>,»/ 

f”a(‘°) =<f~ l 


et. 


«c. 
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Onde sostituendo nella formolo generale e riducendo 
si avrà 


J e~~* dx =f(xs= i) =2 

o, 1 XT -J- e ®T** + . . . 

(o. lì* 
l\e ‘ 


4 


ro.o 3 

6 


( 




o, 3. e °»« 

(°. *> 4 


4 


o,6. e 0 >* 

~^ r ‘" 


o,8 . e 

( 0 . 9) 4 ' 


4 fc. 


Quindi calcolando i soli termini scritti si avrà secondo 


/ d j? • 

— — con una approssima- 


zione di 0,000001 circa. 

Quando la funzione di cui se ne cerca l’ integrale de- 
finito è tale che il teorema di Taylor, sul quale poggia 
1 * esposto metodo , cade nella nota eccezione , allora si 
trasformerà in un’ altra mercè di qualche opportuna so- 


stituzione . Tale è la funzione 


XAx 


<«-*) 


pel caso di 


i 3 


(p.-y* 

a.6e 

_ 1 
a . a 

4 €C » 
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xzza in cui è Pxrzoa. In questo caso potrà farsi 
a— x=/ m ; e d'cendo Y ciocché diverrà X con questa 
supposizione, si avrà 

che per xrsa , cioè per yxz{a — x)" = o non darà 
delle f n ^=oo, epperò il metodo non vi riuscirà inap- 
plicabile. 

Passiamo al secondo oggetto, cioè all* integrazione delle 
funzioni differenziali degli ordini superiori . 

ag. Per vedere con chiarezza l’essenza di questa ope- 
razione si richiami (T. pr. 11.) che 

f™xs= — — , epperò d fx=zd x"i n x 
dx 

Donde si ha 


d n4 ' , fr(=dd"fx)=dx n 'l- 1 f^'xsdx^.dxf" 4 ** x 


= dx n df"x=dx n d 


( 0 ) 


epperò 



— dd"fx 
dx" 
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Rsu’talo per cui si scopre nella natura stessa della cosa 
che dx non ha parte alcuna nell’ essenza dell’operazione 
differenziazione : epperò che nella ricerca de’difierenziali 
di orJine superiore delle funzioni unovarithili , il diffe- 
renziale dx lungi di potersi considerare cerne quantità 
variabile, non vi fa per la natura stessa della questione 
che la mera figura di una costante. 

Ciò posto : differenziando n volte di seguilo una fx, 
è chiaro che iu ogni nuova differenziazione la dx si deve 
trovare aumentata di nna dimensione nel risultato , cp- 
però alla fine delle n differenziazioni si deve arrivare ad 
una funzione differenziale della forma Adx n (A’ è uni 
funzione di x). Quindi reciprocamente per essere l’ inte- 
grazione l’operazione inversa della differenziazione, ne 
avviene che integrando n volte di seguito la funzione 
ATdx n dell’ordine n, ogni nuova integrazione assorbirà 
una dimensiono di dx ; che la quantità dx” si potrà nel- 
la ripetizione consecutiva delle integrazioni maneggiare 
come delle costanti ; che alla fine delle n integrazioni 
•ssorbite le n dimensioni di dx, si arriverà alla fx donde 
era colle n differenziazioni derivata. Dunque la dx" può 
considerarsi in £dx n come un segno indicante la quan- 
tità x per cui la funzione primitiva si è differenziata , c4 
il numero delle operazioni integrazione da ripetersi per 
ritornarvi . 
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Traducendo queste idee ne’ segni in uso del calcolo 
integrale si avrà per essero d £r=Àd.x ,J 

fà n {x(=à n -' tx)~ f x dx ” =/dx n ~ l . Xdx=zdx n ~~ l fXdx 

= (supposto /Xdx=X , )/X'dx n ~~ l 

Ripetendo questa operazione, il che si effettua col met- 
tere successivamente 

X'\ X"\...X^ per X'i ed n—i, n— a, . . . 5, a, i per n 
si avrà il seguilo di operazioni qui appresso indicate 

d""‘ ixzx/X dx n =dx n ~ l fXdx=zX’dx n ^ 1 

d n “ a f x=f* Xdx n =zdx n ~ 3 /X'dx=zX , 'dx n - 2 

d a fx= f n '~* Xdx n =dx'/X (n ~ 3) àx^X'”'^ dx 
dtx=f n ~ l Xdx n =dar/jr (n ~ a) d«=Z (n " l) dj: • 

(x=f n Xdx n ^z/X^ 0 dxszX^ 

Onde il tutto si riduce ad integrare cogli esposti meto- 
di n funzioni differenziali di primo ordine della forma 

JX ^ ^ dx. Per avere in una linea espresso tutto il det- 
taglio di questa ripetita operazione basta nell’inlegrale finale 
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ovvero 


)( 97 )( 


(ni) (a— i) 

*X W s:/X dar 


(n) (a— l) 

X ss/X 'dx + C 


Sostituire 

(n-i) ( n -a) 

X =/X k dar + Cf 

quindi nel resultato sostituire 

(n— a) (n— 3} 

X =/X dx+C" 

e cosi di seguito. Facendo cosi si avrà successivamente 

n («— l) 

f n Xdx n ss/X dx + C 

/ " X dx " =/da(/X (n ~ 2) d.r -fC')+ Cs/dx/X^^dx + C'x + C 

/"Xdx" ssfdxfds(/X^~^ d x+C")+C'x+C 

csfdxfdx/X {n ~ 3) dx+C"x* +C'x+C 
Donde per analogia in generale 

f n Xdx n ss fdxfdx/dx . . ./Xdx+cf ^x n—, +* • • C'x+C 

Eccone un esempio : 

A r dar ^ \ 
x' 

sarà ns4, X=x“* 


. 4 /" dx ^ N 

Sia proposta la ricerca di f ^ — - — J 
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cppcrò 

J “ * d x 4 =/ dx/dx/dx/X Ir + C" 'x 3 + C"x a -{- C'x + C 
/X d.r=r/x“" 4 d r- — 

r. j 

OX 

/dx/Xdxsr- -A “ 3 dx = ' — 

5 i.5x J 

/dx/dx/Xdx s -V/x~ a dx = ■— 

a.o •' a . 5x 


fàx/àx f&x /X dx ss — - /x” 1 d.r ss — logx 

a. a’' a . o ° 

Onde si avrà 


* = +C"x 3 H-C"x 9 +C’xH-C 

«« 4 m • 9 


io cui le costanli C'", C' 1 , C', C vengono determinate 
dalle condizioni proposte altronde dalla questione t restan- 
do per la pura analisi indeterminate . 


\ 
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SECONDA LEZIONE. 


Integrazione delle funzioni esplicite 
multov ariabili . 

e , 

So. lappiamo dalla teoria delle funzioni differenziali 
multovariabili (T. pr. lcz. 5.) che per essere esalta un» 
funzione uopo è clic si avverino fra i suoi coi (fidenti 
certe note relazioni. Onde non avendo luogo siffatte re- 
lazioni deve per la natura stessa della cosa tenersi per 
indubitato di non esistere alcuna funzione dalla quale la 
differenziale proposta possa supporsi derivata ; epperò 
die deve riguardarsi come inintegrabile, come formata 
a capriccio, e niente significare . Il primo oggetto dun- 
que nell’ integrazione di cui si tratta è quello di mettere 
alla prova se per la data differenziale le dette relazioni 
hanno luogo. A questa prova si soddisfa come (luogo 
citato) abbiamo avvertito, con un metodo generale di 
cui ne dobbiamo all’ Eulero l’ idra , la dimostrazione a 
Conforcet, a Lagrange il compimento; ed alla di cui 
esposizione non possiamo venire nel corso delle presenti 
lezioni , Questa lacuna alla quale ci obbliga la limitar 
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{Ione del tempo sarà riempita alla fine come si disse 
(Tom.i. Avvertirà.) unitamente ad altre diverse. Quindi 
nella esposizione de’ metodi principali conosciuti finoggi 
sull’assunta integrazione noi supporremo esatta in generale 
la differenziale proposta , c ne daremo i dettagli qualun- 
que sia il numero delle sue variabili . Quando però ver- 
remo al fatto del metodo noi non fisseremo il soggetto 
r;he su di quelle non a più di tre variabili , in quanto 
ne supponiamo note le condizioni d’ integrabilità per averle 
dote nel luogo citato del primo volume . 

Due sono i melodi generali d’integrazione che noi espor- 
remo in questa lezione . L’uno riguarda le funzioni dif- 
ferenziali omogenee; c l’altro più generale che abbrac- 
cia ancora le funzioni che non sono tali. Colla loro espo- 
sizione noi vedremo tatto quello che nello stato attuale 
della scienza si conosce di generale ; non mancando nel 
tempo stesso di proporre qualche caso particolare, onde 
servire per esemplificazione de’ medesimi , 

3l. Si sa che per funzione omogenea non s’intende 
che quella funzione nella qua'e la somma degli esponenti 
delle variabili è in tutti i termini costante; in maniera 
che essendo questa somma rr n la funzione si dice omo- 
genea di n dimensioni del grado n. Le differenziali esatte 
di questa specie di funzioni hanno una proprietà parli— 
colare , la di cui conoscenza basta onde averne immedia- 
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temente I* integrale. Per avere questa proprietà , epperò 
l’ integrale cercato si richiami la d.lTerenziazione sopra la 
fusione C/ = f(jr, r, 8» • •• ) che noi sapponiamo omo- 
genea del grado n • Sieno A , B t C t ec. i suoi coefficienti 
differenziali secondo x, y*, z, ec. » e si avrà 

d U sr ,4 da? + B dy +■ C.da -J- . ► * 

Le variabili di cui si tratta sono indipendenti fra loror 

onde il rapporto di una qualunque con tutte te altre b 

y r z 

indeterminato. Supposto dunque — ^y , “ — z\ ec, , 

cioè y—f's r, z—z'x, ec. , saranno y\ z'„ ec. indi- 
pendenti fra loro e da x : onte sarà 

L T = f (a% j'.r, z'x, ec.y 

in cui è facile (Sj) convincersi che per Pomogeneetà della 
funzione proposta deve x m essere fattor comune di tutti 
i termini , cioè essere • 

£7=x»f(r, z\...)=r x n 

Quindi dicenlo A\ B\ C\ ec. quel che divengono 
A, B, C, ec. per tale suppostone , si avrà 

dUzsd(f r x n )-=A’JT + B‘1y , x+C , dz'x +. .. 

=zA , dx+ByJx + B'xJy > +C'z'Jx + C'xdi'+... 

»4 
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Rilucendo, e riflettendo che 
d(^ n )=oK* n -Ux+J/'f' 

„si ayxà 

nj'x n ~ l àx-^-àj' Vjt ‘Vx ? -f-tU' f *»* ^ * n 4" .*•« • 

=dj(^'+/?^+c , i , +‘»)+4r' z?, «f+ <! a'.C'T+... ‘ 

’ dooie peY essere dx, d^V^z', ec. differenziali di va- 
rcabili indipendenti, epperò indipendenti aneli’ essi , si 
raccoglie che 

nVx n ~ x =A t +B , f+C'z , + . . . 
cioè rimettendo per y # , ,z\ ec. i loro valori 
nfrj.nr-’i Ax±Br + Cz + y • 

»* t 

donde 

Vx* =U=s ' 

n- - . . * . i 

Ma la differenziale esatta di U si 4 -x 

. ìdf/=//Jx-f Sdj'-j-Cdz-t* • •*, 

Dunque ano funzione omogenea eguaglia il suo difleren- 
ziule diviso pel grado della funzione , e permutati i . dif- 
ferenziali delle variabili nelle stesse variabili . 

Quindi risulta che essendo data una funzione diffe- 
renziale omosmea su di cui si trovano avverate le note 

D 
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condizioni di integrabilità se nc avrà I’ integrale cercato 
col permutarvi nelle vai ialiti i loro differenziali , e col 
dividerle p n l suo grado più uno» • 

La prontezza onde si eseguisce I* integrazione di que- 
sta specie di funzioni può risparmiare cammino, omet- 
tendo la prova delle condizioni per convincersi se la fun- 
zione sia esatta o no » e praticando un’altra specie di 
prova che c’impegnerà in un calcolo sempre più corto 
del primo; prova che si riduce ad integrare immediata- 
mente coll'esposto metodo la funzione proposta , e a dif- 
ferenziare l’integrale ottenuto» che dovrà riportare sulla 
proposta se essa ò esatta, epperò integrabile. Per illu- 
strare l’esposto noi facciamo due esempj , l’uno appli- 
cando il metodo in esteso, e l'altro in compendio. 

3a. Sia proposta la funzione differenziale di due di- 
mensioni , 

(5x 1 + ibxf-Jòy 1 ) djr + ( bx 1 — Bxjr +3c/ * ) d \y 

Mettendo questa equazione sotto la forma Aàx+Bty 
Sappiamo ( T. pr. Si ) che 

(v) -(«■)- 

ne è la condizione di esalta integrabilità , condizione che 
per dare 
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resta nel caso proposto avverata . Assicurati cosi della 
esattezza della funzione proposta , passiamo ad integrarla. 
In effetto 

f ^(3jc a ’+ìbxy-ay* )c1jt+ {bx % — 6*f+5cjr 7 )djr^ 

. 5r a -f afrrr-Sy 9 )*+(&«* a — G.ry+ ocf' i )jr , ^ 

ò 

^ *hbx 2 y— oy 2 x-hey ^+>C 
s.° Sia proposta la funz.one differenziale del grado 

n=— i 

{zx 2 y 4-4 ry 2 3 ) à x—' ix ^ ~\-l\x 7 y-ho- ty 3 ) djr_ 

(•^+/ a ) a - 
Giusta il metodo esposto avremo 

f 2 r-*-4rr a -4-^r 3 ) *- (* r 3 4-4 r V4-5 r r * ì r 

•- • (*r-hr*)*(»— ■ •) 

__ ('ar 3 /^ 4x < ^ a >l-3/ 3 x) (i— » ) 

ovvero sommando e sottraendo x a _^* a al numeratore 
onde rendeilo multiplo del denominatore , si avrà 
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J 7 — y a — 0 

(jf yx+-y ' A )"* (* — ») 

_ fiT a 4-3 .t v) (-ry4- y a ) (»—')_ 

(jry-i-y* ) (*y+-y 2 ) (»— *) 

- ( aa?a »t-5x y 
aryf-y 2 

Sottomettendo questo risultato alla suddivisala prova della 
differenziazione si ricaderà sulla funzione differenziale pro- 
posta , e si resterà convinto che esso ne e il vero cer- 
cato integrale. 

Lisciamo questo metodo per le funzioni omogenee, 
c passiamo a quelle che non lo sono. 

53. Sia Jàx+-B ly*-D àz +-• •• una funzione dif- 
ferenziale qualunque, che supponiamo esatta . Se ne chia- 
meremo U l’integrale, avremo dalla teoria della diffe- 
renziazione 

i 

. ò x U=A\x> AyU-Bày, d s *7=Z?J*, ec. 
e notando con f x , f % , ec, gli integrali parziali 

corrispondenti, avremo 
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f * r U(z&U)=fA ì X+-C 
f^U&U^/BAj+C* 
f % d s U{zzU)=/ Dils+C* 
ec. cc. 

tpperò 

U=tfA J x^CszfB ty*-C'=s/D ds4-C M =cc. 

#*• 

Si consideri intanto che C può essere funzione di tutte 
le variabili eccetto jr; come C‘ di tutte eccetto y; co- 
ni e C" di tutte eccetto z; ec. ; in quanto non rappre- 
sentano che i termini dell’integrale U di una tal’ indole, 
e che colle diflcrensiaziooi parziali si trovano svaniti nella 
proposta . 

Or la composizione della funzione proposta offre due 
casi: quello in cui ciascun termine abbraccia tutte le va- 
riabili ; e quello in cui nou tutti ie abbracciano tulle. 
Consideriamoli divinamente 

I.® In questo primo caso si può stabilire una regola 
• sai facile e pronta p r avere l’integrale cercato. In 
efF tto si consideri che in tale caso C ì C\C" t ec. sono 
culle , eppetò 

V -fj d* -/B y ee. 

che vai quanto dire gli integrali parziali della funzione 
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proposta rappresentano ciascuno da per te 1* integralo cer- 
cato , epperò sono ideatici : donde potrà stabilirsi la re- 
gola seguente : 

Ordinata la funziona a differenziali parziali si sot- 
tometterà alla nota prova di integrabilità ; e trovata 
esalta , si verrà ad integrare uno qualunque di quei 
differenziali , e si avrà in esso P integrale cercato . 

La prova indicata non riesce sempre spedila ed im- 
pegna sovente in calcoli laboriosi. Onde quando fra i 
differenziali parziali avvene alcuno che presenta senza dif- 
ficoltà il suo integrale, allora riuscirà sempre più spe- 
dito il seguire in luogo di quella la regola seguente. 

Ordinata a' differenziali parziali la funzione pro- 
posta si verrà immediatamente alP integrazione di 
uno qualunque di essi : e prendendo dal risultalo i 
differenziali parziali secondo le altre variabili , si 
confronteranno co' corrispondenti della data funzione , 
che riuscendo identici ci daranno da una parte la 
prova a posteriori della sua esattezza , ->e daiP altra 
nel trovato integrale parziale il suo cercato integrale. 

Esemplifichiamo queste due regole. 

Sia per primo esempio proposta la funzione 

, I * 

o r * ch r — x d y — y dx 
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Ordinandola a’ differenziali parziali avremo 


-ik — = A\xi-B \j 

*V(,c s ~*y) » y(x J — »y) 


Seguendo la prima regola , e sottomessa perciò alla nota 
condizione, si trova ( T. pr. 55) U sua esattezza. Qu nJi 
dovendo cercare fAùx ovvero fB ly, ci atteniamo 
a (jucst’u’limo per essere più spedito, ed avremo 




x 


*V( * s —xy) 


^- — rC — — — ) 


ovvero fallo x 1 — y rr z ^ , eppetò — dysisJj avremo 
V sz [ % d ss: y\r rr V (x — xy) 

Sia per secondo esempio proposta la funzione 

a ( x^ — r+-i)dy4-3y Ix-f-gx 7 y dx 

3 

a (x ^ — x+*i) * 

i 

Ordinando al solito si avrà 


Sy(,--,r»)i^ + tl -Jlx-t-BSy 

a(x^—x-t-i)’ ( x ^ — x-hij w 

Applicanlovi la seconda regola veggo a colpo d’occhio 
che integrando il secondo termine si ha 
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(x^ — X+-l)* 

Quindi differenziando per x si avrà 

* j ri 3v(t- — 3x a )dx , A 

d x Vx. ss A dx 

' c 1 * ■ 7 

a(x J — x+-i) 

epperò si conchiuderà che il trovalo integrale è il vero 

k • • * • 

cercato . 

a.° Tutta la differenza di questo dal caso preceden- 
te non si riduce che alla considerazione delle quantità 
C , C\ C‘\ ec. Or per averne l’integralo U non occorro 
considerarle tutte , ma ne basta una sola ; poiché ciascuna 
unitamente all’integrale parziale corrispondente deve (n. »°) 
darlo isolatamente da per se. Vediamone dunque il me- 
todo di tenerne conto... . ’> . , ■ • . 

. Si integri alcuna de’differenziali parziali che ceinpon- 
gono l’equazione proposta; scelgasi per esempio A dx: 
dV ^ 


e fatto 


A dx s: ( - 

A 


ir "si avrà 


dx J y 

U- JA dx-v-C =y+-C 
à U{ ss Adx^Bdj^Diz-V . . .) ;= d 


i5 
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Donde 

JC= (n- (~)'j àf+ (d- (4t) ) di+ • • • 


Ovvero potendo essere C=z$(jr y z, . ..) 

C+i , c+ . . . = (b- (^-)) i/+ (»- (4f)) J ‘+ • • • 

Donde per essere z, ec. epperò d y y dz, ec. indi- 
pendenti fra loro, avremo 



Qualunque di queste equazioni è egualmente propria a 
darci C ; e i loro risultati devono essere identici , sup- 
posta esalta la proposta differenziale . Assumendo intanto 
la prima , ed integrando si avrà 

c=/ ( s -(i7))^ +c -=^ +Cl 

in cui può essere C t =s<p(s,...) 

Differenziando come sopra avremo 

AC=zdr , +dC i 
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ovvero 

d C v = dC — dV 

eppetò sostituendo per d C il suo valore, e spezzando 
dV\ dC t ne 1 loro differenziali parziali, avremo 


(*-(£)-(£)> 
+('-(£)-(£ )>+••• 


Donde per essere il primo termine =o, ed identica la 
eluizione si avrà 

i 



ec. 


ec. 


epperb 


c - =/( fl -(dD-(ir)) dl+c »= r " +G 


in cui C a non può contenere le variabili x, y y z . 

Cosi continuando, detta u una quarta variabile ed E 
il suo corrispondente coefficiente parziale , si avrà 




^'+C 3 
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in cui Cj non sarà funzione che conterrà le Tariabili 
.r,/, z, u: e cosi di seguito (supposte n le Tariabili) 
fino alla C nmm , che sarà costante . Onde 1* integrale cerca- 
to si troverà sostituendo 

VssF+C 

=r+r+c t 

=r+y'+r n +e 2 


=v+P"+r"+--r (n l ' ) +c n __ l 

■ • „ • («•— 1) 

0nde la sua conoscenza dipenderà da quella de’ F ; 

epperò do n integrazioni di funzioni unovariabili. 

Qui si noli thè essendo esalta , eppeiò integrabile la 

funzione proposta la quantità * * 


\ A y . 

.jj , 

^ non deve contenere x 

v d z > 

)-C— 

) non deve contenere x,y 

-(ir; 

> U«> 

) — ( ) non deve contenere r, x.s 

' < d« J . J V 

CC. 


ec. 


Onde quando ciò non avrà luogo sarà segno ebe la fun* 
jione non è integrabile : epperò senza ricorrere all’ordi- 
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caria prova se ne avrà cosi una a posteriori della ina 
esattezza . 

Facciamo un esempio . 

Sia data la funzione 

. .. _ i 3 

dC7i_ 

x\'y IV ' l “ 

,3 


5,r a l J<>r , al .g.yd/ zdy 

‘ r la 

•d* 


3 

al x.yd y _j_ zy du y d a 

al* a l f4 

Ordinandola a’ differenziali parziali e paragonandola colla 

, N 

generale avremo 

»=4, r ( ' ,_0 = r'' , ,C„_,=C 3 »co S t. 


3 .3 

*1 x.y 


j_ 5 y a 1 2 J? al°jr-^ a 

arl a j* . 1*^ 1** 




-J£-- 

!« a l * a 


.. v 
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Cade avremo 


- % 


I .r dx 


*r—f- 

J I 3 ^ X 

1 J 


*r 


ix 


_ JT 9 1 3 X 

1 V 


if) - (tt) ) '— -A£ - ,i >-• 

'--/(•-(S-O-PF))- ; 


Dunque l’integrale cercato sarà 

Vs:r+r'+f' w +r'"+C3=: 

>v 


r z 

. + cost. 

1 u 


Mettiamo termine a questo argomento dell’ integratone 
delle funiioni esplicite multorariabili . Quanto ne abbia- 
mo detto in poche pagine forma il tutto che potrebbe 
dirsene di generale nello stato presente della scienza : 
anzi il metodo generale del secondo caso non mi è ca- 
duto vederlo altrove proposto; e la funzione differenziale 
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presa per illustrazione, non s’integra dal Sig. Dubonfr 
guet il più che ho veduto esteso su di tale argomento, 
che con considerazioni tutte proprie e particolari alla sua 
indole e composizione . 

Passiamo all’assunto della terza lezione, all’integra- 
zione delle equazioni. 
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TERZA LEZIONÉ . 


Integrazione delle funzioni implicite 
ossìa 

Integrazione delle equazioni . 

Hia famiglia delle equazioni differenziali si divide (T. pr. 
Lez. 3 .* ) in due rami: l'uno delle equazioni differen- 
ziali ordinarie; l’altro delle equazioni differenziali par- 
ziali. Noi parleremo di queste ultime dopo aver trattato 
delle prime. 

34. Un’equazione differenziale ordinaria pub essere 
separata o mescolata , cioè può abbracciare la variabile 
funzione divisa o combinata colle variabili indipendenti . 
Il primo caso è quello delle funzioni esplicite, epperò 
l'integrazione dell'equazione si rapporta a' metodi della 
prima lezione se è a due variabili , e si estende a quei 
della seconda se è a più di due. Quindi il soggetto di 
cui dobbiamo ora trattare non si riduce che all’integra- 
zione delle equazioni differenziali ordinarie mescolate. 
Nello sviluppo di questo soggetto noi seguendo le vedute 
altrove presentate ( mia Introduzione alla Studio ec. 

pag.76. esc».), parleremo in primo luogo delle equa- 

16 
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lioni bìnovarìab li di primo ordine: quindi passeremo a 
far vedere come l’ integrazione delle equazioni a più di 
due variabili dello «(esso ordine ai riduce a quella delle 
Linovariabili : e verremo in terzo luogo a parlare della 
integrazione degli órdini Superiori , • * ' * ^ 

35. Sappiamo (T. pr. 35;ì°) che P ày+Qix szo 
è la frase algibrica délte equazioni' differeiKiali binova- 
riabili di primo ordine. L’operazione dell’integrazione di 
questa equazione generale nbn si riduce che a trovare 
una relazione (x , j) =: o tale che la soddisfaccia ; cioè 

a dire (T. pr. Lez.5. a ), tale che essendo la proposta una 
differenziale esatta desse 

d ? fa’» y) — p d X + Q dx 

e che non essendo una differenziale esatta la desse mercé 
l’eliminazione. Nel primo caso il metodo per avere 
è quello della differenziazione inversa, cioè dell’integra- 
zione propriamente detta ; caso in cui la proposta equa- 
zione suol dirsi nell’ordinario linguaggio integrabile da 
per se* P<.r averla nel secondo caso non si conoscono 
che tre metodi: della separazione delle variabili , del 
moltiplicatore , e delle serie per approssimazione . 
Noi non parleremo del primo caso ; poiché quando l’equa- 
ztone è esatta , cioè quando sulla differenziale proposta 
si avvera l’equaziona 
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che è la condizione per la sua esattezza , allora la que- 

stione non si -riduce che data d<p(:c, j) trovare 

« 

il che si eseguisce applicando al caso di due variabili il 
metodo (29) della lezione precedente se la equazione è 
omogenea! il metodo ( 3 1, i.° ) se non essendo omoge- 
nea ha entrambe le variabili in tutti i termini , il me- 
todo ( 3 1 ; a.® ) finalmente se manca di questi due requi- 
siti . Entrando noi dunque a parlare del caso in cui la 
detta equazione di esalta integrabilità non resta avverata, 
esporremo i.° il metodo della separazione delle varia- 
bili ; a. 0 del moltiplicatore; 3 .° delle serie per appros- 
simazione. 

36 . Fissiamo l’idea e lo spirilo del 1.0 metodo, di 
cui dobbiamo in primo luogo parlare . 

Si ripigli l’equazione supposta non esalta 

P dj'-f-^dxsso 

Per considerarla in generale si supponga che P t Q siano 
funzioni di ambedue le variabili . Or se mediante una 
qualche opportuna sostituzione si arriva a trasformarla 
in un’altra 

Y djr— Xdxszo , cioè YdjrzzXdx 
tale che fosse Y funzione di / sola , ed X di x sola , 
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eiob in un'altra di due termini} contenente ciascuno una 
sola delle variabili » allora si avrà 
JYAj'^fXAx 

epprrò l’ integrazione della proposta ridotta a quella di 
due funzioni unovariabili , potrà sempre trattarsi co’rae* 
todi della prima lezione . Questo processo qualunque sia, 
onde le due variabili si separano e si isolizzano in due 
membri distinti , e per cui l'equazione sotto la proposta 
forma non integrabile si riduce ed essere integrabile , 
è quello che si classifica sotto il nome generico di Me- 
todo della separazione delle variabili . Ma noi non 
abbiamo per anco una regola generale che guidi siffatto 
metodo : e non si conoscono che delie industrie di ana* 
lisi proprie ad alcune classi di equazioni . Noi prende* 
remo però la questione sotto il punto di vista il più ge- 
nerale, e daremo in ristretto il più che potrà dirsi in 
una materia sì poco estesa. 

57. Due casi si possono distinguere nella considera* 
zione generale di una equazione relativamente alla ma* 
niera onde le variabili ne compongono i singoli termini : 
quello dell’omogeneità, e dell’ eterogeneità . Nel primo 
la separazione si opera con facilità e prontezza : non così 
n i secondo . Quindi per vedere la cosa colla maggiore 
generalità noi tratteremo in primo luogo della separa- 
zione delle equazioni omogenee, e quindi procureremo 
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di ridurvi per quanto è possibile quella delle eterogenee. 

Rappresentando i coefficienti P , Q dell’equazione pro- 
posta due funzioui comunque composte di x,^, si avrà 
in generale 

P=Jx m y n +A'x m 'y n '+A ,, x m "y n '' • 

Q=Bx r y i +B'x r y+B"x r 'y " + • • • 

clie nel casa dell’omogeneità di cui attualmente si tratta 
prendono la forma 

p— Ax m +J , x m ~‘ 1 y+d"x m ~' 1 y % + • • • 
Q=Bx m + • • • 

Supponendo in questo caso 
j=«j, ovvero cc—uy 


eppetò 

dj-=radx-f-xdrz t 


ovvero dx=z* dy+ydu 


si avrà colla prima supposizione 

Q=x m (B+B , u+B ’u 1 + • • 
epperò 

Bdy-i- gdxssx m dx(uf « + ?«)+>* m4 ~ I fu du=o 


Digitized by Google 



x«**x 

cioè la proposta trasformata nella 


d x 


— — - (ufa+$rz)-ffwd«=:o 

i.'L X 

equazione in cui la separazione si presenta da se : infatti 
moltiplicandola per ?= — — - se ne aVrà l’equazio- 


ne separata 


_d x f«dn 

X ufu-t-yu 


= o 


Tonde integrando si ha 


fu d« 


ÌX=zC — J — 

J UlU + yu 

^ \ 

Se ci fossimo attenuti alla seconda supposizione ne avrem- 
mo avuto 

f k u.du 

1 \j=C-/-‘ 

“f, «+», u 

risultato che dovendo portare alle medesime conseguenze 
potrà usarsi a piacere in luogo del primo. Ma sarà sem- 
pre espediente di adottare fra le due sostituzioni quella 
che guida alla trasformata di più facile integrazione. Dia- 
mone intanto un esempio. 

38. Sia data l’equazione omogenea dì due dimensioni 
dx yf (x 2 rf rf? ) —xdj' +jr dor = o 
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Fàcendd giusta l’esposto metodo ystux ne avrtma hr 
trasformata . 


dury («+«* ) — xdusso < 

epperò 


d r 
x 


Ut 


* I. I. • 


! * 


Donde 


V(i+« a ) 


hr= f ~ 


du 


V(i+a a ) 


-f C=s (i5)C— Ia(«— . y!(i -f-i 4 * ) y. 


ovvero facendo C=lC t e rimettendo il valore di u= 
«i avià 


ciuè si avrà 


i*=i ( Cx \ 

W.r— V(* a -hr *);/ 


* +r 9 )) =c 


p’r l’equazione integrale della proposta differenziale. 

Passiamo al secondo caso, alla maniera di trasformare 
in omogenee le equazioni thè non lo sono. 

09. Supponiamo dunque eterogenea l’equazione; e 
proponiamoci di trasformarla in una omogenea binova- 
riabile mercè di qualche opportuna sostituzione. A tale 
oggetto assumiamo in generale a: ovvero j'=fs, e sosti- 
tuendo nell’equazione proposta avremo colla sostituzione ' 
di lz per y che un termine qualunque di essa per esem*- 
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{>io Ax m y n (37) , diverrà Ax m fa ” ; cioè riflettendo 
die la forma generale dello sviluppo di fa” si è 

fa" =zaz p -\-bz p -\rcz P + ••• 
avremo che un termine qualunque della trasformata che 
da quella sostituzione risulta sarà in generale 

Jx m h ■ a Aax m z p +Abx m z p '+ A ex m t p> '+ • • • 
termine in cui per la condizione dell’omogeneità della 
trasformata deve essere 

m-i-p — m~hp '= m^~p ’ 'ss ec. 

cioè 

p=.p'=p"=. ec. 

Onde fatte 

a-\-b J t~c +- . . . tsM,p sp* sp 1 ' =: • • • s= 
avremo sotto la condizione dell’omogeneità 

Ax m iz n ss AMx m z* 

epper b 

' » r 

ii^M n z n zzili* 
h t v sono due indeterminate. 

Quindi possiamo conchiudere che la sostituzione pro- 
pria per trasformare in omogenea l’equazione proposta si è 

j-ssAi®, Aj szhaiz 03 ^ 1 dz 
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Per !a piena conoscenza della sostituzione propria a con- 
seguire l’oggetto proposto bisogna determinare ancora le 
iudeterminate h , cu. Sostituiamo perciò nell’equazione ge- 
nerale (07) avremo la trasformata 


+ (Bh l ’x r z iaa 


4 -/?'/** * r# a ''V .. 


+• • • •) dar 
4- • • •) dar 



trasformata che dovendo essere omogenea ci -dà le equi- 
valenze di condizione 


v * r+*/® ss r'4-1 ss r"+-i"a =r . . . 

— /w 4 -cu (fH-l) — 1 ss oi'-f-c» (u'-f-i)— 1 rs ■ • v 

Tirando dalia prima il valore di 

■ -, 



e sostituendolo nelle altre seguenti avremo col soddisfarle 
0 no una prova che la trasformazione proposta ha 0 no 
luogo. Nel caso affermativo, sostituendo un siffatto valore 
in jr ~lxz a se ne avrà la sostituzione propria ad effet- 
tuare quella trasformazione . Ma qui sì noti che h uou 
ha parte alcuna nelle equivalenze di condizione , epperò 
la trasformazione avendo luogo indipendentemente de’suoi 
valori particolari , se ue potrà assumere il più sempli- 
ce h ss 1 . 

*7 
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Applichiamo ora questo metodo alle equazioni a due 
ed a tre termini , 

4 o. La formolo generale delle equazioni a due ter- 
mini si è 

Ax m y n &y-\-Bx r y* àxzzo 
e quella delle equazioni a tre termini si è 

{/éx m y n ■+■ A 'x m y n ' ) <Sy + B x r y 1 d x = o 
La prima riesce sempre trasformabile in omogenea , ep. 
però (07) separabile : la seconda non sempre, supponen- 
do un certo rapporto fra gli esponenti delle variabili. 
In edelto i° le equivalenze di condizione non si ridu- 
cono per questo primo caso che olla sola 

epperò determinano per lutti i valori di m, n, r,z quel- 
lo di 

m -r— 1 

0>= r 

1 — n — 1 

a° siffatte equivalenze non si riducono per questo secon- 
do caso che alle due 

r-f-zì'=n*-f fio (n-f* 1)— 1 
r— za)=m'-j-a>(n'-|-i) — 1 
dalle quali se ne ha 

ni — r — 1 ni' — r — i 
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cioè fra gli esponenti delle variabili la relaziono 
(m — r — i) (z— n'— i) = (to'— r — i) (i — n — i) 

elio forma la condizione necessaria onde abbia luogo U 
trasformazione proposta . 

Scendiamo al particolare ; e proponiamoci per esem- 
pio l’equazione 

ay n ày+lx* dj’’-feLr=o 

la quale paragonata colla generale a tre termini di qui 
sopra determina 

m =zi . TO = o = n'=r=t, <u= = — » 

• - /z + r 

Donde la condizione necessaria alla sua trasformazione- 
iu omogenea risulta t 

*=—(«+») 

condizione che dà n= — a, e che dimostra la sostitu- 
zione corrispondente onde in questo caso si effettua la 
proposta trasformazione essere y=zz ~~ l . 

4«. Per fissare la vera idea che dobbiamo formarci 
dell’esposto metodo conviene avvertire che non devono 
tenersi per inseparabili quelle equazioni che non possono 
per mezzo di esso trasformarsi in omogenee. L’equa* 
zione presa per esempio ce ne porge una prova a poste- 
riori . Infatti questa equazione famosa per essere stata il 
soggetto de’ travagli di molti insigni analisti fra i quali 
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il Conte Piccati di cui porta il nome, non è separabile 
nel solo caso trovato di ns-i, nel quale si trasforma 
in omogenea , ma in infiniti altri casi , ne’quali la trasfor- 
mata senza essere omogenea riesce separabile . Per con- 
vincersi di questa verità basta riconoscere de’ valori di n 
corrispondenti ad una trasformata separabile e non omo* 
genea . Quindi per compimento dell’ integrazione in que- 
stione noi ci proponiamo una tale ricerca , la quale si ri- 
duce come chiaro si vede, alla ricognizione de* valori 
di r, con cui l’equazione del Piccali riesce integrabile 
per la separazione 

Mettiamo in forma la questione. Si vede a colpo d’oc- 
chio che facendo n = o nell’equazione in questione, se 
re avrà il caso semplice nell’equazione 

(J) . . . aàjr+bx* dj+ dx=o 
la quale quantunque eterogenea riesce separabile, dandoci 



do? 

a+bx* 


i dx V (b : a) 

- • ■ » — - 

V ab 


il di cui integrale si è (i; 7 0 ) 

1 . , b . _ 

r= s — — Are tan x v — -t - C 

J V ab a 

Or se mediante una qualche opportuna sostituzione si 
arriverà per altri valori di n a trasformare imruediata- 
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mente o medialamcnte in questa 1* equazione di cui si 
parla , è chiaro che tutti questi valori presenteranno al- 
trettanti casi in cui l’equazione Riccatiana riesce integra- 
bile per la separazione . Cerchiamo dunque questi tali 
valori ; e proponiamoci perciò la seguente questione ge* 
nerale . 

4 1 . Data l’equazione Riccatiana 

(Z?) . . ,ay n d/-J- bx 2 d^-f-dx=o 

trasformarla in un’altra simile di cui se ne suppone co- 
nosciuta la separazione. 

Dovendo la trasformala qualunque sia avere ancor essa 
la forma Riccatiana considerata, è chiaro che la sua dif- 
ferenza dulia proposta non può cadere che sull’esponente 
della variabile y , e su i suoi coefficienti costanti. Quindi 
supponendo yssz ' v , c cosi introducendo tanto nell’uno 
quanto negli altri l’indeterminata potremo determi- 
narla sotto la condizione che la trasformata risultante ab- 
bia la delta forma . Effettuando dunque questa sostitu- 
zione ne avremo l’equazione 

a/c z a '( n ^ rì ') m ~~ 1 ds-j-ii-r 2 s 03 1 da+dx=o 

Ter darvi la forma prescritta consideriamo che la prima 
condizione delle equazioni di cui si tratta si è quella di 
non ammettere le variabili che divisamente ne’ due to« 
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mini contenenti l* istesso diiferenri ile , Ciò può verificarsi 
nella nostra trasformatili in doe diverse maniere: 
i.° Determinando a j sotto la condizione che sia 
<n(n+ i) — 1 = 0 
vale a dire assumendo 


i 

05=5 

« + » 

il che la riduce alla forma 

— V — dz-f- — ~ — • x* 2 **f~ì dz + dxrro 

forma che per acquistare interamente la preposta biso- 
gna eliminarvi dal secondo termine la variabile x , a 
produrla con due diiueusioni nel primo; cosa chesi ot- 


tiene a colpo d'occhio col supporvi xzz — , riducendo* 


la all' 


tquazione 
bk* 


z 


n-hi di- 


ri 


u % dz — k d«==o 


n + n+ 1 

ovvero per essere k arbitraria , e perciò polendo assu- 
mersi per maggior semplicità dell'espressione 


alla 


À-= 


a 

b(n+i) 


(»+ 0 * 

della forma cercata 


3 


% 


n 

n-i'i di -\-bu' 1 dz-f da=o 
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a . 0 Può veiificarsi supponendo aj— »i=o; supposizio* 
ne clic determinando a indipendentemente delia propo* 
sta (/?), bisogna per abbracciare lutti i casi possibili di 
trasformazione considerarla tanto positivamente quanto 
neg «livamente : considerandola positivamente si avrà i ; 
il che dà la stessa (i?) , e prrciò non presenta alcun caso 
di ‘iia trasformazione: considerandola negativamente, cioè 
considerando il caso della sostituzione j‘zzzz~~ "\ si avrà 
a>=— l, il che dà la trasformata 

a z~ n dz-f^x 1 ds — djr— o 
la quale per acquistare dell’ intutto la ferma in questione 
uopo è eliminarvi z del terzo termine, delie si ottiene 
colla sostituzione 

zf i — buz) 

X ~ 0 
la quale ci porta all’equazione 

(R") a z~~ n ~ ^ dz-f-^r * 3 ds+d« = o 
della forma cercata . 

Quindi raccogliendo possiamo conchiudere che l’eqna- 
zione {R) si trasforma nelle (R'), (R") mediante le so* 
slituzioui 

1 

Y — z n JC ' — ’ _ 

7 ' i —bui) 

y= z » — ò — 
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ovvero reciprocamente: le due equazioni (ZI 1 ), (/?'') si 
riducono alla ( fi ) mediante le sostituzioui 




(O 


6 [n -+■ 1 ) x 


, z — bv y(ì-bxr') 

z ~ v » « s= = — — t 


Quindi essendo separabile l’equazione (/?) lo saranno 
ancora per riduzione le (/?'),(/?") : epperò conoscendo 
un valore di n onde la (/?) riesce separabile, è chiaro 
die sostituito nelle (Zi 1 ), (ft") darà delle nuove equa* 
zioni di forma jiccatiana , le quali in forza di quelle 
sostituzioni debbono riguardarsi aneli* esse come separa- 
bili , cioè darà dc’nuovi casi in cui l’equazione liceali una 
riesce integrabile per la separazione . 

Applichiamo queste concbiusioni generali al nostro as- 
sunto ( num. preced. ) . 

/jo. Sappiamo (num. cit.) che l’equazione (/?) sup- 
ponendovi nso dà l’equazione separabile 

{A ) . . . a d y+bx 2 dj'+d.r s= o 


Quindi facendo aro nelle trasformate (/T), (/?") sì 
avrà dalla prima 1’cquazionc stessa ( A^ y c dalla seconda 
l’equazione 

(>)• • • az~4 dz-j-bu' 2 ds+dzz sro 
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la quale colle sostituzioni corrispondenti (r") si riduce 
a detta (^): onde la trasformata (/{') non dà quando 
s=o alcun nuovo caso di equazione riccatiana inte- 
grabile per separazione, laddove la (£") ne presenta 
quello di n = — 4 • 

Considerando questo nuovo caso come caso di ridu- 
zione; epperò l’equazione (i) , Ggurando la (/?) della 
questione generale, si farà «ss — 4 nelle (&'), (/?"), 
e si avrà dalla (fi") la stessa equazione di marca (i), 
cioè ìuun nuovo caso cercalo, e dalla (R') l’equazione 
a _i. 

(a)... 3 V dz+òu* dz4-d« s:o 

3 * 

che colle sostituzioni proprie (r') si riduce alla (i), cioè 

4 

che dà il nuovo caso n=s — ~ . 

Prendendo similmente l’equazione di marca (a) per 
caso di riduzione , e considerandola perciò a luogo della 

(lì) si avrà per caso n= — ass — — ; valori che 

* 5 * 

sostituiti nelle trasformate (fl'), (fi 1 ') daranno dalla (/?') 

18 
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Ja stessa equazione di riduzione (a); e perciò niun nuovo 
caso; e dalia (/i") la nuova equazione 

a ' 8 

(3) . i . — — z V dz+&u 2 dz-f-dajro 
/ 3 * 

che colle sostituzioni proprie (r u ) si riduce alla (a), ep- 

8 * 

però dà il nuovo caso di n ss — — . 

Cosi continuando a considerare l’ultimo nuovo caso 
per caso di riduzione, si avranno alternativamente dal- 
la (2? ' ) per le marche pari, e dalla (/ì") per le mar- 
che impari delle nuove equazioni riccatiane , ciascuna 
delle quali mediante le sostituzioni proprie (/•'), (r' 1 ) si 
ridurrà di mano, in mano a quella di marca precedente 
sino alla ( A ) integrata per separazione; equazioni che 
disposte ad ordine di riduzione presentano il quadro se- 
guente degli infiniti casi in cui l’equazione riccatiana 
riesce integrabile per la separazione 
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(i) • • * az 


(*)• 

(3) . 

( 4 ) ' 

(5) - 

( 6 ) 


ri 


3 J 


n 

5 * 


ri 


5 * 

a 

T 6 ' 


^ <Iz+da=ro 

4 

z'^ 3 * dz+4« 1 ds-f-da=o 
8 

2 T dz-f-£ ti 5 dz+dn=o 

8 

a j* da+^« a da-f-d«~o 

»« , . 
z •J' dz-f-iu 2 da + tI«r=o 

1 1 

a 5" da+^« 2 da + dusso 


o 


donde per analogia io generale 


(su — i) • • 


a — 


gH»-*) 


M 

*/— * 


dz+ii * 2 dz+d«=o 


(ai) » » » ■ - n : — z dz-f -#!* 2 dz-f-d«=o 

o - 

i rappresenta il numero delle coppie incominciando dalia 
prima; epperò nn numero intero positivo. 

Facciamo per maggiore intelligenza nn esempio nu- 
merico: e proponiamoci l* integrazione per separazione 
dell’equazione riccatiana 

a z~-*3 dz+bu 9 dz — da=Q 
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Per sapere se questa equazione sia una del quadro pre- 
cedente , epperò suscettibile della proposta integrazione, 

uopo è eguagliare l’esponente generale -~r — al parti- 
fi 

colare — di essa; e quindi leggerlo per cosi dire nel 

3 

valore di i che ne risulta . Facendo dunque 

4 i _ « 

*'+* “ 3 

si avrà is+», valore che per essere intero e positivo 
nel caso del segno superiore, ci dimostra che l’equazione 
presa per esempio numerico corrisponde alla prima della 
seconda coppia di quel quadro, epperò se ne ottiene l’in- 
tegrazione proposta mediante tre consecutive riduzioni . 
In effetto paragonando questa equazione coll’ indicata di 
marca (3) , si avrà 


= - — a , cioè a . 5 a — t 


5 a 


e quindi assumendo le sostituzioni proprie 

(r",)...s=8 , “" 1 , uss ss— 

z a 

essa si ridurrà all’equazione corrispondente di marca 

4 _ 2 

(a)...as’ 1" dz'-J-tz' ds — du'sso 
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X*3 7 X 

la (pale coile sostituzioni sue proprie 

a’= 

si riduce alla corrispondente di marca 

(i). .. 183""*^ dz"+u , « 2 dz — da"=o 
che colle sostituzioni sue proprie 

(r »*»= - =— JT («+*/) 

z'! a 

si riduce alla corrispondente di marca 

(^f). . . 18 djr+x* ójr— d#=o 
il di cui integrale si presenta (41) sotto l’aspetto 

Sry'jtss— Are tan }- C 

Per esprimere questo integrale colle variabili stesse z, u 
dell’equazione proposta non bisogna che tirare dalle as- 
sunte supposizioni il valore di y in s, e di u in x, e 
quindi sostituiteli . In efFetto dalle tre supposizioni 
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t dalle tre corrispondenti 

z+u‘ b 

* w' 


uzz ! , «'= , «"= 

* ’ .ul 


$i ottiene 

' V3 7 6 

■ — — 

3 

Vj('+«j) 

e quindi sostituendo si avrà l’ integrale in questione sotto 
l’espressione propria 

5£i=! = -Arctan + C 

... ■yj z ^ 3 a . V*3 (i +mz) ^ 

44 - Non ci fermiamo di vantaggio sut metodo della 
separazione delle variabili pel quale non si hanno corno 
si è sopra (5S) rimarcato delle regole generali . Nella 
esposizione ragionata noi crediamo di non avere omesso 
di quanto se ne sa nello stato presente della scienza che 
la considerazione solamente di alcuni casi particolari per i 
quali le sostituzioni conducenti alia separazione sono state 
dall’acutezza degli analisti riconosciute . A questi casi si 
rapportano alcune equazioni a tre ed a quattro termini , 
come per esempio l’equazjone 


$r dx=o 

I 

la quale mediante la sostituzione y=zu m sì trasforma 
nella lineare di primo ordiue < 

d«-f-wufr dx+/»frd.r zzo 
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thè colla supposizione di u = * e u r si riduce ad 
un’equazione separata ; a questi casi si rapportano ancora 
tante altre equazioni , le quali di forma per l’ordinaria 
speciosa giammai si rincontrano nella pratica delle appli-t 
cazioni , delle quali la separazione riesce tantopiù difficile 
quanto maggiore ne b il numero de’ termini , e delle quali 
il trattamento nel mentre che ci porterebbe al di là dei 
nostri limiti , altro utile non potrebbe apprestarci che 
quello di un mero e semplice esercizio . 

45. Pria di lasciare però questo metodo conviene ri- 
marcare che nella teoria dell’ integrazione suole come in 
qualunque nitro ramo di analisi riputarsi come assegnato 
quell’integrale che si è ridotto a dipendere da regole di 
ordino inferiore e conosciute. Quindi un’equazione se- 
parata suole riputarsi come integrata in quanto è ridotta 
all’integrazione di semplici funzioni. Questa idea non è 
rigorosamente vera , poiché si sa che nemmeno le fun- 
zioni sanno per l’ordinario integrarsi . Ma qui bisogna 
avvertire che non deve tenersi per non integrabile quel- 
l’equazione separata per la quale i membri componenti 
non sanno divisamente integrarsi; mentre havvi de’ casi 
come Giovanni Bernoulli ci ha fatti il primo conoscere , 
ne’quali combinati insieme essa ammette un integrale al- 
gebrico . Quindi un’ equazione separata non integrabile 
algebricamente a membri divisi può esserlo n membri 
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combinali . Diamo dunque un* idea delle attuali conoscen- 
te su di questa specie di paradosso analitico : e mettia- 
mo a tale oggetto io frase algebrica la questione. 
Un’equazione separala è un’equazione delia forma 

‘ Xàx = Yiy 

in cui X è funzione di x, ed‘I r funzione di y. Questa 
equazione è tenuta in generale per integrata , in quanto 
il suo integrale 

JXdx =/Ydy + C 

Bon dipeude che dall’integrazione delle funzioni differen- 
ziali Xdx y Y dy, la quale si considera in generale co- 
me di sfera inferiore , e perciò scomposta come eseguita ; 
supposizione non generalmente vera . Quando però que- 
ste funzioni non sono integrabili algebricamente per se 
medesime, allora non deve indursene che l’equazione non 
può affatto integrarsi , mentre si danno de’casi in cui col 
maneggiarle non isolatamente ma in combinazione fra 
loro, se ne sa assegnare l’integrale algebrico. Noi non 
sappiamo Un’oggi determinare in generale la natura delle 
equazioni separate per le quali ciò avviene . Solo sappia- 
mo che un’equazione separata per la quale gli f A' dar, 
fY dy non possono ottenersi algebricamente i° ammette 
in generale un integrale algebrico quando si possono ot- 
tenere per un logaritmo ; a° lo ammette quando si pos- 
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sono avere per un arco di cerchio ; 3° può ammetterlo 
ancora fuori di questi due casi . Diamone brevemente 

I 

notizia . 

a° Se le funzioni saranno frazionarie, cioè se sarà 


*=-?-> ra-JJE, 

Jx * fx 


ed inoltre sarà 


si avrà 


9x = f'x, 


/yjx=/J^ì=irr 


epperò l’ integrale delt’cquazioHe proposta sarà 
Ifx = 1 fj-+ 1C 

cioè passando da* logaritmi alle quantità , ^equazione pro- 
posta ha in questo caso l’ integrale algebrico 

(x=Cfj 

a 0 Se sarà 


— 7-1 , r = — L_ 

aoV(i/-.j’ ,+^.a 

ovvero fatto v = i+x a , epperò dv£?3xdx 


A'= 


ax(t+«* a ) 


, r= 


»-hr 


>3 
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fi- avrà . 


• fX&x=f- ^ r — == (l ; 70 ) Are tanxru 


1 +x 4 

f Y d/= J * - ^ ss (nani, eil.) Are tàn ^ =3 

»+J J 

Donde si avrà 

« . * •* 

ncra-fC, ovvero u-~ix=.C 
per l* integrale cercato. Questo integrale quantunque 
espresso in trascendenti circo'ari non è in fondo che al- 
gebrico. in edello sappiamo dall’analisi delle sezioni an- 
golari che 

. tan u — t an 1 ~ r — y 
tan^tf — ») i-|-uni*l»0 3 i-fxj 

epperò che 

Are (tf 2 ) =Arc tan ) - 

Inoltre (potrà vedersi Marie Lei. Elem. di Mot. edii.6>- 
di Fir. oum. 63o) sappiamo che 

Are tan 1 (2+I3±S^XÌ~' 'l 

aV— * \ i+x/— (x-7)V— » 7 

Dunque sostituendo si avrà l’ integrale cercato sotto la 
espressione 

! /•. +jy+(j-r)V-i \ _ lC/ _ 1=co!l , 

V I V — * J ■ 
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ovvero esprimendo con 1 C la cbst. in quanto non può • 
colta detercninaiione elio risultare logaritmica ; passando 
da’ logaritmi alle quantità; e riduoendo, si- avrà sotto 
l’espressione algebrica 

' '+ T r = fr4-»)Y — i _ 

x—y C — i ~ * * 

sostituendo finalmente il valore di x in ti, si avrà per 
l’ integrale algebrico cercato ^equazione 

■+/ V>— ') = C(v' (u — »)— /) 

o° Se sajà 

A= r — . 

Y(a+bx+cx* -|-ex 3 -\-fx ^ ) 

r= : 1 r 

V « +by+cjr' k +ey 3 +fy^ ) 

si avrà 

fXlx=if dx ■ ~ 

Y{a+bx+cx 2 4-dx 3 +ex^) 

f Y dy= /' . 

V^+by+cy* +d/ 3 +e/4 ) 

integrali che non sanno trovarsi nò algebricamente , nò 
per un logaritmo , ttè per un arco di cerchio , ma in 
fuotione delle cosiddette trascendenti elleniche (potrò 
vedersi Brunacci Mal. Subì. i53, e segu.) , Quindi la 
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equazione proposta nou ammette per questa via elio un 
integrale trascendente. L’ Eulero però osser\ò il primo 
che essa era capace di un algebrico. Ma il metodo di- . 
retto per averlo non si deve che o.Lagrange: e 1’ Eu- , 
lero non fece che illustrarlo con de’grandi sviluppi , Dia- 
molo brevemente a conoscere. 

Si supponga la variabile indipendente jr=sfz, epperò 
sarà la dipendente : donde si deduco 

dz= — djf = — d y 

fa 9 * J 


Or essendo fs una funzione arbitraria potrà esser qua- 
lunque; epperò sarà sempre possibile determinarsi sotto 
la condizione, che tirando dall’equazione xzsh il valore 


di z in x % e sostituendolo in Vz , $'z, dia per — — una 

1 2 


funzione qualunque X di jt, e per — — una funzione 

qualunque Y di tali che soddisfacciano all'equazione 
XdxssYdj- : quindi avviene che sarà sempre possibile 
di rappresentare questa equazione colla 

— dx= —4— d Y 

Vz 9 * J ■ 


epperò dividersi nelle due 

Xdx= — dx=dz. Ydrss 
Vz J 


9'.* 


dfszdz 
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Dunque rappresentando s una variabile indipendente, sì 
avrà che sussistendo l’equazione A'dxsFd y % sussiste- 
ranno nel tempo stesso le Adx=zdz t Ard_y* =z dz ; ep- 
però tutte le loro possibili combinazioni algebriche : on- 
de arrivando ad una tale che se ne sappia assegnare l'in- 
tegrale, allora l’equazione integrale sussisterà colla pro- 
posta; per esserne una conseguenza analitica apparterrà 
all’ islessa relazione, ed abbracciando una costante arbi- 
traria ne rappresenterà l’integrale completo. Tale è la 
filosofìa del metodo lagrangiano preso in generale : ec- 
£onc ora il fatto analitico pel caso proposto. 

Dalle due equazioni A’darsrdz, Y àjr ss dz sulla di 
cui esistenza colla proposta riposa il metodo in questio- 
ne, si ha 


dj? 

dz 




d y 
d z 


p(=vn 


Donde ditferenziando e sommando, quadrando e sottraen- 
do si avranno le due equazioni 


a(d 2 ar-}-d 2 r) 
dz» 


d'Cr + r) - » 


(f*. X'+f’.r’i 


dx* — dr a 
dz a 


dfr-f-r) <1 r) _ Y> y - 

dz a 
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Quindi mollificando la prima per a?— y ì t sottraendo?! 
la seconda , si avrà 

( r — •r') d ’ fx 4- y) d (jr -\-y) d f x— y) 

da'* dz* 

= 7 c *-/)(»•. **.n HAvn ; 

ed a cui sostituendo e supponendo per semplicità ar+/=B, . 
x— ~jr :=< , si avrà . ; 

td 2 u dn d< 3 i 


da* 


d a 


=< s (^.«+ u /) 


.... ad« 

o-vvero moltiplicata per — — 


TrC 


i / 1 diid 2 u 
da' 


2/ du 2 (ìt 
da* 


^ = e d« -f- a^"// 


dia 


ovvero supponendo per semplicità — — * % si avrà 

ds 


— (a t * 7 d*— a cilCi) =c àu + tfadii 

t k 


cioè 


d (f~j - c d« + a fu t lu 
epperò integrando si avrà 

t* 

-r* =e« •{-/«* 4-C 

4 ^ 


« 
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Quindi sostituendo i valori di »,«,<, inx,^,*; énik. 
l’equazione t ■ : > 

* " c 

\f(a-^bx+-cx 3 4-mt 3 + */* ^ ) +- V'(rt4-^r4-cr 

== (*HrJ V(C+- * (*+•*) +/(*+-y)’ ) 

la quale essendo una conseguenza analitica delle due sta* 
bilite in principio sulla natura «tessa della questione, coe- 
sisterà colla proposta differenziale, la soddisfarà, e eoa- 
tenendo la costante arbitraria C ne sarà l’integrale com- 
pleto cercato, 

r Questo integrale è sotto forma irrazionale : ma esso 

- • ^ * •-* - ■ - * ^ * • à- 

nc è capace di una razionale. Per questi ulteriori det- 
tagli noi rimandiamo i nostri lettor» all’Opera citata del 
Cavalier Brunacci $. ìc)5. e segu. , bastando a soddisfare 
il nostro assunto e il nostro bisogno ( 64 ) quanto ne a^*- 
biamo brevemente esposto, 

46. L’idea che più naturalmente si presenta nell’ in- 

t 

tegrazione di un’equazione differenziale inesatta si è quel- 
la di renderla esatta, in quanto si viene cosi a renderla 
completamente integrabile, o per meglio dire a ridurla 
all’ integrazione di semplici funzioni . Questa riduzione 
è sempre possibile , poiché è stato dimcslrato da Lagran- 
ge che esiste io tutti gli ordini una funzione per laquet* 
essendo moltiplicala ua’ equazione differenziale (binala-. 
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riamile da inesatta diviene esalta . Tutta !a difficoltà don- 

!.. ' « 

que per integrare una siffatta equazione può farsi con- 
sistere nella ricognizione di questa tale funzione; rico- 
gnizione per cui non abbiamo delle regole generali , e 
su di cui le nostre conoscenze si sono stazionate a quel 
punto ove lasciolle Eulero . Noi dopo averne provaiò 
l’esistenza per le equazioni binovariabili di primo ordi- 
ne, ebe forraauo fattuale nostro soggetto, passeremo ad 
esporre quelle deboli risorse che la scienza possiede per 
riconoscerla . 

47- Sia proposta l’equazione differenziale di primo 
ordine 




d.r J 


0 


per cui le note condizioni di esalta integrabilità non si 
suppongono avverate. Risolvendola per , essa pren- 

ti X 

tlerà la forma 


d y _ 

djc 


= f , (*.y) 


Ovvero fatto 


f,(x,y)=-2 = _iv 

si presenterà sotto l’espressione generale ordinaria (T. pr, 

55 i >® ) 

dy-f-iVdx «=o 
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Considerndo questa equazione sotto l’ordinario punto 
di vista , cioè come il prodotto deU’eliminazione , si sa 
(T. pr. 07) che il suo integrale completo si rappresenta 
in generale coll’cqaazione 

f (*,y,<0 = o 

Or se poggiando sulla differenziazione noi elimineremo 
in qualsisia maniera la costante arbitraria a da que- 
sta equazione integrale , è chiaro che dobbiamo rica- 
dere sulla proposta differenziale, 0 permeglio dire, ar* 
rirare ad un risultato identico. Quindi operando siffatta - 
eliminazione noi potremo col paragone del risultato sco- 
prire ciocche in essa manca per essere esatta , e cosi de- 
terminare il carattere generale di una tale mancanza . Il 
processo che si presenta a colpo d’occhio per operare in 
generale questo paragone si è di supporre ridotto l’ inte- 
grale olla forma 

cioè di supporvi la costante a come una variabile dipen- 
dente, e risolverlo per essa: quindi ridotta cosi la co- 
stante ad essere isolata, potrà farsi sparire, cioè eliminarsi, 
colla semplice differenziazione, ed averne l’equazione 

fì't-V-S 

a o 
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pel risaltalo identico cercalo . Dunque con questo prò- 
cesso si ha 

ÓJ+N dx=dj + 1^ -yO J 
donde si deduce 

.U(éj+Ndx) = dy V y . U+dx f' x . Us dU 

epperò che la fun* one 

f> . U(dy+JVdx) 

J + I 

è una funzione differenziale esalta , cioè alla funzione 
proposta df-\-N dx manca il fattore f 1 ^. . U per essere 
una differenziale esatta. Ma si sa (T. pr. 56) che una 
equazione differenziale ha sempre un integrale ; dunque 
non avvi incertezza sull’esistenzi di U\ epperò di f*^ .U. * 
Quindi potremo conchiudere che esisle sempre una certa 
funzione per ogni equazione differenziale binovariabde 
che moltiplicandoli da inesatta la rende esatta . Noi 
chiameremo questa funzione qualunque sia fattore o 
moltiplicatore integrante . 

48 . Dimostrata l’esistenza di questo fattore veniamo 
all’esposizione delle risorse conosciute p~r determinarlo. 
Questa determinazione presenta per l’ordinario come qui 
sopra notammo, delle difficoltà insuperabili. Se l’inte- 
grale dell’equazione proposta fosse conosciuto , allora lo 
sarebbe del pari il fattore integrante che ne è un coef- 
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fidente differenziale parziale. La cosa però non va così , 
mentre l’oggetto della questione è tutto l’inverso: non 
ci cerca il f.ttore che per arrivare alla conoscenza del* 
l’integrale. In questo stato il metodo generale che ci sì 
offre riesce quasi sempre impraticabile . In effetto si di- 
ca 9 il fattore cercato: e si avrà l’ equazione proposta 
riiolta alla 

9 d^-j-iV^ dj:=o 


Questa equazione cosi ridotta dovendo essere esatta sup- 
pone (T. pr. 5z; i°) l’ejuazione di condizione 



1 * quale integrata determinerebbe la variabile incognita 9 . 
Ma l’integrazione di questa equazione per essere a dif- 
ferenziali parziali oppone ordinariamente maggiori dif- 
ficoltà di quella della proposta a differenziali crdinarj 
clic ne è l’oggetto primario. Quindi avviene che questo 
metodo sia in generale di difficile esecuzione ed assai 
poco praticabile, per ioccliè bisogna ordinariamente ri- 
correre a’ soliti artiOcj onde si supplisce alla mancauza 
de’ metodi generali. 

4<). Per vederne intanto un caso a cui si applica con 
successo, proponiamoci quello di tutte le equazioni per 
le quali il fattore integrante non è funzione che di una 
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sola delle variabili. In questo caso avremo dunque 


o=o,r ; 


epperò 



Onde l’equazione di condizione di cui si tratta sarà 'ri 
dotta alia forma 


do 

9 ~ \ d/ y 


dr 


equazione che dà 



= fx=X 


cioè dimostra che 


N=f y Xdj+C=zXj'+C 

ovvero potendo la costante C in tale integrazione risul- 
tare una funzione X' di x > 

N=Xy+X‘ 

Onde l’equazione proposta 

dj-+iYd^r=o 

prende nel caso in questione la forma 
dy+(Xjr+X')dx=zo 

e il fattore integrante corrispondente .dipendendo dalla 
equazione unoyariabile 


Digitized by Google 



)('53)( 

risulto mercé l’ integrazione ' 

fXàx 

Dunque tulle le equazioni che entrano nella forma ge- 
nerale 


<ij + {Xy -J- A*' ) da: ss o 

conosciute sotto il nome di equazioni lineari di primo 
ordine , e che sanno altronde (44) integrarsi col metodo, 
della separazione, sono rese esatte mediante un tale fat- 
tore. In effetto per veuirne convinto a posteriori si 
moltiplichi per esso, e se ne avrà la loro forma generale 

e S Xdx dy+e f XAx {Xy +**) d o 
su di cui restano avverate le condizioni di esatta integra- 
bilità (T. pr. 32; i° ) , e sotto di cui riesce integrabile 
da per se (55) . , ; • 

5o. Il fattore' integrante non solo è l’ istrumento on- 
de rendere integrabde da per se an’ equazione, ma an- 
cora quello di ottenerne l’integrale che è l’ultimo og- 
getto della questione. Infatti si dica U siffatto integra- 
le, e si avrà (4") 


v— (-ÌJL'n 


pel fattore integrante della proposta . Quindi supposto 
conosciuto q>, si avrà 


d£ r :=?dj-, epprrò ( 01 ) &y-\-C=.V\C 
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clic determina U. Infatti Pzsz fyày non dipon la eh* 
dall'integrazione di una funzione unovariabil*, epperò 
riputato come conosciuto; e C che rappresenta una certa 
funzione di x, ai riconosce mediante i’ equazione pro- 
posta col metodo de! numero (Si ; a 0 ) . 

* Per vedere ciò in particolare fissiamoci al caso del 
numero precedente. 

Essendo in questo caso 




sarò 


r , /Xix 
Vz=.yc J 


ed essendo 


(4f) — /x4 '(*/+x)ì (~)= xyJ xix 


sarà (3i ; a 0 ) 


epperò 

C=/X'eS Xàx dx+C‘ ' 


Quindi sostituendo si avrà 

U=r+C=j e S XAx +/X'ef Xdx dx+C' 
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Per darne un esempio prendiamo l’equazione 
(i — x a ) djr+jrjrdx— a dx szo 


addotta (T. pr. »°) p’r mostra delle equazioni dif- 
ferenziali ordinarie . Paragonandola colla proposta ne 
avremo <• 


epperò 



/- 


jp djp 


9 — e i — . 


i*fi-*>* > 

e « 


Onde sostituendo avremo per l’integrale cercato 


U=fe ~ • — a J' - 


dx 


+c< 


i — x 


5i. Quando l’equazione 

dj-fiVdx = o 


si sa separare , allora riesce sovente facile l’indurne col 
processo della separazione il fattore integrante: sebbene 
sembri affatto inutile in questo caso là ricerca del fat- 
tore, in quanto un’equazione separata si reputa come 
integrata ; frattanto se ne sperimenta alle volte utile la 
conoscenza , potendosene dedurre quella di altre equa- 
zioni simili per le quali il processo della separazione non 
è dato . Per venire al fatto di questa verità proponia- 



)(.56X 

tncci la ricetca del fattore integrante deile equazioni ' 


omogenee . 


Supponendo dunque omogenea l’equazione proposta 
d^- + 2 Vdjr r=o 
facciamo ( 07 ) yziux, ed avremo 

>?>Tf 

eppcrò sostituendo, l’equazione diverrà 
d«+ ■— ^ Ax == o 


X 1 


che divisa per x ^ prenderà la forma a varia- 

bili separate 


All , d.r 

-+• =50 

<? « X 


“ + TT 


equazione integrabile, e perciò c’ insegna che l’equazione 
proposta moltiplicata per da inesatta di- 

viene esatta . Onde il fattore integrante cercato dell» 
equazione 

dj'-f-iV dxco 
uel caso proposto si è 

_ 1 1 

Y ~ x^u-\-^ui lu) y-j-lYx 
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5a. La eonoiceaza di questo fattore che è intera* 
mente superflua per l’integrazione proposta, riesce utile 
però per quella del fattore di una classe assai estesa di 
equazioni . Iu effetto sappiamo dal numero precedente 
che l’equazione 

^ , * ,T, 

dr+Wd* C _ r 

r 

è una differenziale esatta ; e che iV= ($a : f«) • Or re- 
stringiamo la generalità di N % e consideriamone il caso 
speciale in coi ?u=:u?lu t f«=fl«; cioè in cu» 

N=u ih = £ . *Kr:*) __ Z 

ll« x tl(/:x) x f(lj’— Ix) 

ovvero supponendo per maggior semplicità dell* espres- 
si 

sione y =f, cioè 


<^i>— '■* ) _ *(/ r_ hi } .( r*T f ÌT ') 

_j> dx ^ V j r * .X ) 


e sostituendo nella proposta avremo che l’equaziono 
d J r . dx rjr 

y 




•<r‘i-r¥) 


è una differenziale esatta» 


=o 


AI 
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Ciò posto supponiamo j'ssF/, a:sFj; supposizione 
a cui nieutc osta ; e in cui F t , Fz sono due funzioni qua- 
lnnque : quindi avremo 

- Jf L == — d/= (fatto T'l:Ft — T\ Tdt 
J Ft 


^L = I^-dz= (fatto F , z:Fz=Z)*d* 

* • Fz v 

epperò sostituendo avremo 

rd/+zdzf(/rd/— rzdz) 

r+tCfT*-f~ztz) ~ 

che sarò ancora un’equazione esalta qualunque siano le 
funzioni T t Z . Dunque tutte le equazioni comprese nella 
forinola generale 

Tdt+Z da f {/Tdt — . fZ dz) sz o 
moltiplicata per 


t+f(/rd«-/zdz7 

da inesatte divengono esatte ; cioè a dire mettendo per f 
il suo rappresentato — , avremo ehe 


è 

in 


1 


¥ lUTdt — fZdt) 

*+ i (JTdt-jZtz) 

il fattore integrante di tutte le equazioni rappresentate 
generale dall'equazione 

a I - » * • • " 
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. Z\z*' rT\t-fZ\zì 

"UJTiiT^jZ d~ 

Diamone un esempio; e supponiamo 


=o 


Z —a \ epperò fTdtzzt*, fZdzszaz 
Quindi supponiamo che sia 

* (/ * — ai) tr (t a — ai) * , t{t 2 — az) = (i* - ai) * 
e sostituendo nell’cquizione avremo il caso dell’ equazione 

V» m 

a/d/-f-a(< a — az) dz =ro 

la quale non soddisfa alla condizione (T. pr. Sa), eppetò 
è inesatta . Sostituendo però i medesimi valori nella for- 
inola del fattore integrante, noi ne avremo la funzione 
per cui bisogna moltiplicarla onde renderla esatta , ep- 
però integrabile. In effetto ciò facendo avremo 

i 

?= ^ 

i-H —az 

per cui moltiplicata diviene 

i-f-/ — az i-fi* — a z 

sulla quale applicando la suddetta condizione ne rest 
soddisfatta, epperò dimostra di essere divenuta esatta. 
53. Riconosciute mediante le esposte maniere, o nie- 
- diante alcuna delle solite industrie di analisi la forma di 
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un fattore integrante si presentano naturalmente le due 
seguenti ricerche : quella di altri tattori integranti di cui 
potrebbe essere capace l’equazione proposta ; e quella di 
tutte le equazioni ebe potrebbero divenire esatte col fat- 
tore trovalo. La prima non oppone alcuna difficoltà : molle 
però ne oppone la seconda. Vediamolo brevemente. 

- 54. Per quanto riguarda la prima ricerca si richia- 
mi (47) l’equazione 

MJ^V v .U{ày+Nàx) 

<K 

r* • * 

e si moltiplichi per una fuuzionc qualunque YU di Vi 
onde si avrà 

FZ7.d£7 = f^ . E7(djr-fiVd.r)FZ7 . ( 

ovvero supposto che sia • 

fYU.AU-V 

cioà che sia V la funzione di U risultante dall’ integra* 
zione di YUdU 

epperò 

JV y . C/(d r +iVdx)FZ 7 =rr+C 

Ma V per essere l’integrale di nna funzione differenziale 
unovariabile si reputa in generale come assegnata : dun- 
que l’equazione proposta 

d/+iVdjr sro 
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resa integrabile col moltiplicarla per f' . t7 ì riesce an- 

•J 

cora tate moltiplicandola inoltre per una funzione qua- 
lunque FU di U; cioè a dire, il fattore integrante della 
equazione proposta non è solamente f^,.i7, ma qualun- 
que funzione rappresentata da 
Vj-UXFU 

Quindi riconosciutone uno se ne potranno avere infiniti 
altri . Infatti se con alcuna delle sopraindicate maniere 
si arriverà a conoscerne un certo se ne tirerà imme- 
diatamente (5o) l'integrale; c moltiplicando $ per una 
funzione di questo integrale si avrà sempre un nuovo 
fattore come diversa si assume la composizione di siQulta 
funzione . 

Un esempio renderà il tutto più chiaro. 

55. Sia data l’equazione 

ajr dx-j-x dy ss o 

la quale ridotta alla forma generale proposta diviene 
d/+ —darso 

j x 

Questa equazione essendo omogenea ha (5i) per suo fat- 
tore integrante 

♦= Jf =r r ' u < e PP e,b u = 4~ 

Onde 

V= ftjL = i ljr+ a 
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Dovendo essere U funzione di x ed y , è chiaro che 
. » può essere una funzione di x. Q lindi per determi- 
narla seguendo il metodo (3a;a°), cioè differenziai», 
do U t e paragonandone (a differenziale colla proposta 
resa esatta dal trovato fattore , si avrà 

cppciò 


Donde 


« - Ix+c= J*1 +C= ì£e! 

O 3 3 


!/+»)= 4 icx'jr 

o o 


Quindi sarà 


f v • Vx FU- 


F- 1 Cx'y 

O 


°JT 


ovvero per essere lCx 7 jr una funzione dix a ^, cioè 


- lCx a r = f(x a j) 


epperb facendo 

F^ICx a r = Ff(xV)=f(xV) 

s» avrà per la forinola generale compleltcnte gli inGnili fat- 
tori che rendono egualmente completa l’equazione proposta 
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su di cui resta avverata in generale la condizione (T.pr.Sa) 
di esatta integrabilità. 

56 . Veniamo alla seconda ricerca , conosciuta in ana- 
lisi sotto il nome di metodo inverso de* fattori. 

Questo metodo quantunque non sia di marcata utilità 
mll'attaale periodo della scienza, non trovando delle utili 
applicazioni , frattanto noi non lasciamo di darne un* idea . 

La ricerca presa in tutta la generalità non si riduce 
che a riandare dall’equazione (48) 

(&)-*(£■)-♦(#) •=• 
supposto dato il fattore 9 , la forma che deve avere fa 
funzione iVonde sia 9(d^ + ^djr) una differenzialo esatta. 
Si tratta dunque di risolvere per N questa equazione , e 
determinarne la composizione in funzione di 9 ; il ci. e 
ci riduce nelle medesime difficoltà del numero citato di 
una integrazione di equazione a differenziali parziali , e 
perciò ineseguibile per l’ordinario . Quindi si è bisognato 
camminare con industria. Si sono date delle forme in- 
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determinate tanto al fattore 9 quanto all'equazione , che ti 
è dipoi determinata sotto la condizione che moltiplicata 
per quella forma di 9 divenga differenziale esalta. Noi 
intanto per darne conoscenza , e per non troppo esten- 
derci, assumiamo uno de’casi più semplici che conosciamo. 
Si supponga che sia 

9S=(7+fr)'“ n 

e si proponga di determinare le funzioni A', X* di x 
dell’equazione 

ydy-f-Ay dx+A r 'd«c so 

che quantunque di forma assai semplice non si sa per 
anche integrare, sotto la condizione che moltipliiandola 
per quel fattore divenga differenziale esatta. 

Paragonando l’equazione supposta colla generale 

dy + iVdx S=( 4 ?) Pdy-f-^Jzc so 

avremo 

P=y, Q*Xy+r 

L’equazione richiamata del nurn. 48. prendendo l’equa- 
zione non sotto la forma dy-f-/Vd.r so ivi considerata, 
ma sotto la forma Pdy + ^dorso dell’equazione suppo- 
sta, risulta sotto l'espressione 
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Quindi assumendola pel caso in questione sotto questo 
aspetto, e sostituendo i valori di P t Q, 9; come quelli di 

/d9 > \_ n f'x 

\dxJ~ (y+f x ) n4 " 1 



avremo l’equazione di condizione corrispondente 
y(À'(o — 1) — nl'x) -\-nX' — A* fa ~ o 

equazione che dovendo sussistere per tutti i valori di y h 
si divide nelle due 

A'fj?=o, X(n — 1) — rcf\r=o 

Donde 

V— n ^ ,je X‘ — 1l ^ x ^' x 

n — 1 ’ ' n(n— 1) 

epperò tutte le equazioni rappresentate dall’equazione 
rJr+ ~ r -— j - + ntxVxix =o 

sono rese differenziali esatte col fattore integrante 

1 

* = 7 , r "* 

(/+f.rj 
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Per convincersene col fatto si moltiplichi per esso siffatta 
equazione , e si vedrà nel prodotto verificata in generale 
la citata condizione di esatta integrabilità . 

5/. Diamone intanto un esempio nel caso di txszx 
e di n= 2 . 

In questo esempio abbiamo ebe l’equazione 
ydjr-t-ijr djr+^darsso 

fe resa esalta moltiplicandola per cioè l’e- 

quazione 

r*r + (y+* )l£ (= im = o 

(7+*)’ (s+*>‘ 

è una equazione differenziale esatta , come potrà accer- 
tarsi mercè la detta condizione: quindi sarà integrabile 
da per se . In effetto applicandovi (35) il metodo espo- 
stp al numero (3i;i°), avremo pel suo integrale 

U=f =(T, P r,3 7 ;0 

(r+x) 

= («Oyf^+K/+*) 

58. Esposto il metodo del moltiplicatore non ci resta 
per compimento delle proposte ricerche sugli integrali 
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completi che di solo parlare del metodo di appressimi* 
zione. Questo metodo non supplisce che alle mancanze 
di melodi spediti ed esalti. Fissiamone la vera idea che 
se ne deve avere, ed il posto che occupa nel tutto della 
teoria delle integrazioni ; e raccogliamo cosi semprepiìz 
sollo il medesimo punto di vista tutti gli oggetti dal 
principio alla fine. 

Nell* introduzione a questo volume si è stabilito per 
principio che la risoluzione dc’problemi dipendenti dalla 
parie di analisi in cui siamo non esibisce che un’equa- 
zione differenziale, e non si effettua che mediante l’equa- 
zione primitiva donde risulta . A questo principio che 
forma il metodo diretto di quella soluzione, mirano tutte 
le dottrine finora esposte. Abbiamo veduto come di una 
funzione differenziale se ne può trovare la primitiva; e 
come un’equazione differenziale può ridursi a dipendere 
immediatamente dall’integrazione delle funzioni se è esat- 
ta , o a rendersi esalta se è inesatta : cioè abbiamo ve- 
duto come un’equazione differenziale dal caso più com- 
posto può di mano in mano portarsi al più semplice siuo 
all’equazione primitiva , la di cui soluzione che dipende 
da regole di ordine inferiore e supposte in generale co- 
nosciute, determina il valore della variabile incognita iti 
funzione delle cognite ; valore che come abbiamo nella 
medesima ialroduzioae rimarcato, è l’ultimo essenziale 
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e ''getto dì ogni integrazione . La risoluzione dunque del 
problema di cui si parla suppohe conosciuta la maniera 
di ridurre le equazioni differenziali dal caso più compo- 
sto al più semplice, c la risoluzione delle equazioni pri- 
mitive. Ma disgraziatamente nè 1’ una nè altra si trova 
tale. Quantunque un’equazione differenziale abbia sem- 
pre per sua natura un’ equazione primitiva , frattanto o 
mancano per l’ordinario interamente i mezzi, o riesce 
molto difficile ad arrivarvi : etl ancorché vi si arriverà la 
sua risoluzione si trova sovente nel medesimo caso, po- 
tendo dipendere da metodi complicati e difficili , o non 
polendo aversi esattamente e bisognando contentarsi di 
un’approssimazione. Quindi la soluzione diretta del pro- 
blema dell’integrazione riesce ordinariamente ineseguibile, 
o eseguibile con somma difficoltà , o per approssimazio- 
ne. Per questa ragione gli analisti ricorrono ad una so- 
luzione indiretta del problema; cioè a supporre il valore 
della variabile incognita in funzione delle cognite, ed a 
determinare in seguito sotto la conoscenza dell’equazio- 
ne da integrarsi le quantità indeterminate clic vi si so- 
no introdotte. Ma una funzione di x non è (T. pr.pag.3) 
che un’espressione algebrica comunque composta di essa 
e di costanti: dunque prendendo la cosa in tutta. la ge± 
neralità , nel caso nostro in cui l’equazione d^-f-iV dx==o 
da integrarsi è binovariabite, la supposizione da farsi per 
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la variabile incognita si ha nella serio 


jzzC+C x x m +C % x m *-' +C 3 x m + :i + ...C n x rn ì-'>-' 

, — . . A 

che abbraccia tutti i casi possibili delia composizione della 
l'unzione y . Or quando questa serie sarà sommabile c 
dal suo andamento o con altra risorsa si arriverà alla 
conoscenza del suo termine sommatorio, allora ò chiaro 

die si avrà la soluzione esalta del problema , altrimenti 

* * * * 

1j soluzione a cui porta non sarà che approssimata . Ma 
il primo caso ncn accade thè assai di rado; anzi esso è 
sempre cosi semplice che se ne può seguire senza diffi- 
coltà la soluzione diretta. Quindi con ragione questo me- 
todo indiretto viene riguardato come un metodo di ap* 
prossimazionc , ed è conosciuto in analisi sotto il nome 
di metodo di integrazione per approssimazione . Il 
metodo dunque di cui dobbiamo parlare non ha per og- 
getto che la determinazione delle quantità C n ed m in- 
trodotte nella sopra supposta serie. Ciò può cfiettinrsi 
in diverse maniere . La ripetila didcrenziazionc ce ne pre- 
senta una elegante e generale. •• • ■ 

5<). In effetto se facciamo • 


^ _ f (.t=oì 

Ffl w 0 * C n — — v — *7* 

* • a ♦ t • n 

la delta serie esprimente y si presenterà sotto la forma 
dei teorema di Maclaurin (T, pr. cj; 8. a ) 


j=C+.rf'(.T=o) + — f"C*=<0 + 


.r 




f n (.r=o)f. 


9 
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i di cui coefficienti Tengono determinati colla suddetta 

t 

ripetila differenziazione ; poiché essendo supposta data 
l’equazione 

d/-j-iVdx s=o 

sarà ancora dato il coefficiente differenziale primo 


f'x= 


dx 




epperò lo saranno con essa differenziazione le seguenti 


r r * 

f X= — 


dx 


n — i 


eie costanti f (x=o). 

Con un esempio si vedrà il tutto più chiaramente . 
Sia data ad integrare l’equazione 
, ® y dx 

ó -r~ ~T+x~ =° • . . 

Questa equazione la di cui separazione si presenta a col- 
po d’occhio, potrebbe prontamente integrarsi col metodo 
diretto; ma noi ce ne serviamo per esemplificare l'indi- 
retto in cui siamo, onde mostrare la concorrenza de’ ri- 
sultati dell’uno con quelli dell’altro allorché l’equazione è 
capace di un integrale esatto, e così vedere a posteriori il 
vero spirito del metodo, ed il suo vero carattere analitico. 

■ 60. In questo esempio abbiamo dunque 


iY=- 


l -f-x 
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epperò colla ripetila differenziazione 

dlY a?(<u — i)jr 

d*" ” (i +•*■)* 

d * N __ a? (®—t) (a— 


da: a 
,3 


(*+*r 

d° iV ___ a: fiy—l) (a:— g) (x—s)_f 
àx 4 (i-fx)* 

donde in generale per analogia 

d n 'N <a(a — »)... (a ? — n + i)jr . 

dx a ~* *” (i+x/ 1 *" 

Quindi riflettendo che quando xrro è jrzzC % si avrà 
per la determinazione de’ coefficienti della serie la for- 
mola generale 

C f n (x=so) ai (a) — »). . . («— n-f-i)C? 

i • a • • • a i • s • « • a 

e sostituendo corrispondentemente avremo per 1* integrale 
cercato 

-, . , a>(aj— 0 « , aj(« — ìW®— .») , 

r =-C(.+«*+-i r - r -** + 3 

'> 

- »)-(«-»+■) .,. I , 

* . s . a . . . n 1 

Questo risultato applicato cora’ò non darebbe ebe per ap- 
prossimazione il cercato integrale: ma con un poco di 
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riflessione si vede però senza difficoltà dal suo andamento 
che esso non è che Io sviluppo del binomio 
Quindi sostituendo la funzione allo sviluppo noi t’avremo 
esattamente dalla forrnola 

y=-C(i+xf 

formula a cui si arriva senza difficoltà cercando diretta* 
mente il proposto integrale . 

Questo metodo per determinare le indeterminate C n 
cd m quantunque sia generale e si estenda alle equazioni 
ancora degli ordini superiori , riesce frattanto per l'ordi- 
nario impraticabile. Appena il caso è un poco compli- 
cato, esso porta a risultati intrattabili . Quindi per con- 
seguire l’oggetto proposto suole ordinariamente usarsi il 
seguente. 

6i. Si prenda tanto dall’equazione proposta quanto 
dal supposto integrale il valore di , si eguagli l’uno 
all’altro, vi si sostituisca per y l’assunta serie, si ordini 
alle potenze ascendenti di x t si determini la m sotto la 
condizione clic l’equnzione cosi ordinata risulti identica , 
e dall’ identità si avrà alla maniera ordinaria la determi- 
nazione cercata delle C n , Vegliamolo più chiaramente 
* 

con un esempio . 
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$ 2 . Sia proposta ad integrare l’equazione di Necton 
àjr — 5,x+-3xix—y dr — x 3 dx—xj dx=o 


Per queste caso avremo 
d y 

— — =— i — 3 x+-y ( 1 4 -x) 2 

da: 

Inoltre dall’assunta serie generale avremo 
d ** 

— — =zmC l x m ~ l 4-(/n-*-i)(7 a a)Cj i" 4 * 1 

ux 

+ > »(;n+-n)C B a: w ^' n 1 


Onde eguagliando, sostituendo il valore di jr t ed ordi- 
nando alle potenze ascendenti di x t avremo 


»-HC*f-(C— 3)jr*Kr 3 — mC t x m 1 

% ) >3? 

+(C( *t-Cj — ) x 

+ 

+ (Cn—2’t~C n ~ l -~[m—n+-i)C' n x 



= 0 


Questa equazione cosi considerata non può sussistere in- 
dipendentemente de' valori di x t p^icUò i primi tre ter- 
mini conducono ad assurdo, dando Cz=t=5, s := o ♦ 
Quindi bisogna dare ad m un valore tale quanto ven- 
gano essi ad associarsi a’ seguenti ; associazione che si vede 

20 
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Berna difficoltà etleltoarsi facendo /»— 1 — o» ciol weij 
onde diviene ' 

”“*^2 x 

*f-(Ci +Ca -f* l)<X a 

+ (£a -*-^3 — 4^4 ) «^ 3 

+ 



Questa equazione dovendo essere identica indipendente- 
mente di x, dà le seguenti determinazioni 


Ci ~ C 1 1 Cj — C— 1 1 Cj 


sC-fi /i 5 C— i 

3 * ~ ~ 5.4 ’ 


ec. 


Quindi l’integrale cercato sarà 

=s^+(C+i)x+(C— i)x a + * C + ' x 3 + * * + **• 

o o . q 

Per rendere maggiormente illustrato il metodo di cui si 
parla, noi ci proponiamo un secondo esempio Bell’equa- 
zione 


ày—jr dx — bx " dx sz o 


In questo caso avremo dunque 

- =/-f £x” 
dx J 

Ma pria d’ inoltrarci ci cade opportuna la seguente con- 
siderazione. 
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L* indeterminata m introdotta nella seria del valore 
di y non è di assoluta necessità all'essenza dr) metodo: 
il suo oggetto è quello di scoprire la più bassa poten- 
ti! m di x da cui la serie completa 

j'sC+Ci x*f Cj x 2 +C3 x^ + ••• C m x m -f- • • • 

che Io rappresenta in generale, verrebbe ad aver prin- 
cipio nel caso particolare dell’equazione proposta , e per- 
ciò di liberare il calcolo di tutti quei termini precedenti 
che alla fine verrebbero al {scoprirsi nu’li . Quindi senza 
alterare il metodo potrà usarsi della serie completa , o 
come nell’esempio precedente di quella ad esponente in- 
determinato; e quando la semplice ispezione dell'equa- 
zione proposta ci presenterà una qualche conoscenza su 
di quella potenza, allora sarà sempre conveniente assu- 
merla nè completa nè iodeterminata ma incominciante 
da siffatta potenza : tale è il caso dell’equazione data , il 
grado unico n di x da essa esibito ci mette quasi sot- 
tocchio che la serie di y deve incominciare dalla po- 
tenza n-j-i, non potendolo da una maggiore perchè da- 
rebbe 6=0 contro il dato , e non convenendo da una 
minore perchè si verrebbe a considerare senza bisogno 
Cppeiò a sopraccaricare il calcolo di un certo numero di 
termini inutili. Prendendo dunque per la serie di y 

y^Cx nJrX -f C t x n *~* +C s x n ' i - Ì + ••• 
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avremo sostituendo e trasponendo il tutto nel primo 
membro 

(n + i)Cx* 

_ l x n __ C X n *~ l — — ' 

donde la determinazione delle C, C t , C% , ec. rappre- 
sentate in generale nella forinola 

C 

"" (n+i)(»+a;...(n+r+0 

Quindi sostituendo corrispondentemente in jr si avrà 

bx**-' r,_ t x , 

n+i n + a "** (n-t-a) (n-t-3) 

■ 

(n+-a) . . . (n-Wj 

Per fare semprepiù il confronto de’ risultati di questo 
metodo con quelli del diretto , e per restare semprepiù 
convinti che esso non diviene metodo di approssimazio- 
ne che per mancanza di mezzi di sapersi ridurre ad una 
espressione deGnita la serie indeGnila di termini che ne 
risulta , e perciò che dovrebbe a giusto parlare dirsi me- 
todo indiretto piuttosto che di approssimazione , per ve- 
dere dico tultociò, gettiamo il guardo sul caso più sem- 
plice di risso, ed avremo 
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i . 5 



i . 3 • . . /■ 


; 


riandiamo ii numero (za) del primo tomo, vegliamo in 
esso la natura della serie entro la parentesi che rappre- 
senta Io sviluppo della funzione e 1 -!, e quindi con'? 
chiudiamo che 

* 

cioè P integrale cercato sotto espressione definita, come 
si avrebbe integrando direttamente l’equazione , caso par- 
ticolare delle lineari di primo ordine t trattata col me- 
todo della separazione (44) * e con quello del fattore in- 
tegrante (5o). 

63. Non ci dilunghiamo sulle diverse maniero di ma- 
neggiare questo metodo. In Brunacci (Op. cit. iga e 
seguente) potrà vedersi la maniera di tirarne una serio 
su di cni si fanno oggigiorno poggiare le principali que- 
stioni della teoria de’pianeti , e quella di farvi uso delle 
frazioni continue per la valutazione approssimata del cer- 
cato integrale ; conoscenze delle quali quest’ullima non è 
per così dire che di semplice curiosità , non avendo nello 
applicazioni l’utilità della prima, nè oggetto alcuno in- 
teressante. Mettiamo dunque termine all'esposizione delle 
dottrine sugli integrali completi ; e passiamo a quella degli 
integrali singolari. 
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64. Niente più facile che di avere un integrale sin* 
golare quando se ne conosce il completo. In effetto si 
richiami dall* introduzione ( pig. 6 . . . 8 ) che essendo 

^) == ° l’equazione primitiva dell’equazione di pri- 
mo ordine /•') := o , essa ne sarà 1 * integrale com- 

pleto quando n = e l’integrale singolare quando n=zF t 
essendo la funzione F determinata dall'equazione V a =0. 
Quindi se in un integrale completo C ) =0 si de- 

terminerà la quantità C sotto la condizione dell’equazio- 
ne f^sso, è chiaro che sene avrà l’integrale singolare 
f(jr, y % F) = ° . Il passaggio dunque dall’ integrale com- 
pleto al singolare non si riduce che alla determinazione 
della costante sotto la divisata condizione. 

65 . Senza impiegare immediatamente l’integrale com- 
pleto per la ricognizione del singolare, se ne potrà de- 
durre un argomento generale che potrà riuscire più sem- 
plice ed utile. In effetto essendo a presa sotto la vedu- 
ta di variabile, se noi nell’equazione primitiva f=o la 
considereremo come la variabile’ dipendente , ne avremo 
(T. pr. 09) le due equazioni differenziali parziali 

■ (■£>(£>+(•£)-• 

(■irXS-MS-- 
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donde si La 


X»7SX 


(fc)-(£X£> 

(£)-(£)•(■£■) 

ovvero ne’segni usati in questo luogo 


Ma un integrale singolare non esiste che sotto la condì* 
zione f a r=o: dunque un integrale singolare esibisce sem- 
pre le equazioni 

Py . a =s oo , f'jt.azsoo 


Ma qui bisogna avvertire che da siffatta conchiusione non 
ne viene per conseguenza che queste equazioni portano 
sempre a degli integrali singolari . Ciò che sarebbe la pro- 
posizione inversa della dimostrata, può non aver luogo. 1 ri- 
sultali però che danno dette equazioni soddisfacendo o no 
alla proposta , bastano a dimostrarci l’affermativo o il ne- 
gativo. 

66. Illustriamo intanto con due esempj queste dua 
diverse maniere di riconoscere l' integrale singolare di 
un’equazione differenziale mercè il suo integrale completo. 

Per primo esempio ci proponiamo la ricerca degli in- 
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tegrsli singolari dell’equazione Xd x^Y dy nel caso che 
. l’abbiacno considerata (45; 3°). 

Se ne richiami dunque da questo nomerò 1* integrale 
completo , che mettiamo sotto la forma compendiosa 

r= VA'-t-VF'- (x-r) V (C-MCar+yJ+ZC*- 1-7)’ ) =® 
donde deduciamo la condizione necessaria 


a V (C*t-e (x4-j) 4- / (jr-+-/)' 1 ) 
condizione che ci dà la relazione y— x so, la quale com- 
binata coll'integrale completo l = o, dà 

VA"4-V^' = o 

cio^ per essere y z=x dk 

AT'so, ovvero Y‘ so 

per l’integrale singolare cercato. Quindi notando con a 
qualunque delle radici dell’equazione A r 'so, o Y‘ £=ò 
si avrà 

xsa, o y s* 

pe’ valori singolari di ar o di ^ che risolveranno altron- 
de dell' integrale completo il problema a cui l’equazione 
proposta appartiene . 

Per la seconda illustrazione noi ci proponiamo il caso 
seguente . 

6j. Un problema di ottica die ha per oggetto la de- 
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terminazione della curva che sia illuminata per ogni do- 
ve da un punto luminoso posto fuori di essa con una 
intensità costante ssi, esibisce per la sua soluzione l’equa* 
sione differenziale 

. r A r 

cLr — =o 

tra il raggio vettore y y ed il suo angolo di posizione x . 
Trattando questa equazione col corrispondente metodo 
di integrazione (»5. i) se ne avrà l’integrale completo 

Arcsenj’-* 

ovvero 

2 = sen(ax-f-C) 

Qualunque sia il valore di C giammai questa equazione 
potrà soddisfare alla condizione dell’ illuminazione costan- 
te, mentre per questa condizione bisogna che il raggio 
vettore y sia aneli’ esso costante, epperò indipendente 
da x. Quindi sulla cognizione che oltre delie soluzioni 
dell’ integrale completo può un’ equazione averne quelle 
degli integrali singolari , noi cerchiamo in queste ultime - 
la proposta . E facendo a tale oggetto 

f —y 2 — sen (aur-t -C) 
avremo in conseguenza 

24 
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(-J-,) =f' c =-C05(«+C) 
GilW =,r 

\.4jJ ' X 

=f*=— * cos(«+C) 


e quindi 


a r 


^y' a cos(ax-f-C) 

f 1 ' x . « = — i = co 


= 00 


La seconda portando ad assurdo ci dimostra di non esi- 
bire per sua parte alcuna soluzione singolare , laddove 
la prima dà cos(ax + C) = o , epperò sen (ax + C) — i, 
cioè dà 


y 2 ss 1 , ovvero y" 1 — i=o 


per integrale singolare, che è l’equazione del cerchio alle 
coordinate polari y , x ; che soddisfa olla condizione del- 
1* illuminazione costante per essere tale y\ che dimostra 
essere = i siffatta illuminazione per essere l'intensità della 
luce in ragione inversa del raggio vettore ; e che dà nella 
figura circolare la soluzione del problema non data dall’in- 
tegrale completo . Ecco dunque una risorsa che esibiscono 
gli integrali singolari, quella di supplire alle mancanze dei 
completi . Ho detto una risorsa e non la risorsa, perchfe gli 
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integrali singolari non sempre sappliscono alle mancanze 
dei completi, ma ordinariamente il vantaggio che offro- 
no è quello di dare al problema oltre delle soluzioni del- 
l’integrale completo delle altre utili di cui esso è capace. 
Nella settima lesione vedremo in concreto nelle cose geo* 
metriche la differenza che passa tra gli uni e gli altri 
integrali . 

63. Un integrale singolare può ancora riconoscersi 
indipendentemente della conoscenza del completo quando 
dall’equazione proposta se ne conosce il fattore integrante. 
In effetto essendo U la funzione Gguratrice il valore di a 
che si ottiene dall’integrale completo f(jr, j % a) = o ri- 
solvendolo per a consideratavi come la variabile dipenden- 
te; e chiamando $ il fattore integrante si avrà 

FU— Fa ; V y .U=zV y a 

epperò (54) 

^FUxC y .U=zTaXi' y . a 

ovvero (65) 

r, 

essFaX — — - 

espressione che nel caso di un integrale singolare in cui è 
i' a =o diviene 

0 = 00 

Carattere particolare degli integrali singolari , quello di 
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rendere oo il fattore integrante dell’equazione proposta» 
Ma qui bisogna notare che questa conchiusione porta a 
stabilire che ad ogni integrale singolare corrisponde il fat- 
tore infinito ; non mai però reciprocamente che il fattore 
infinito dia sempre un integrale singolare : questa rifles- 
sione quantunque fluisca naturalmente dal processo ana- 
litico stesso, è altronde evidente da se, mentre $ può 
divenire infinito per parte del numeratore divenendo tale 
Fa, ovvero f*^, ; epperò senza che si avveri la condi- 
zione F a =so dell’integrale singolare. 

69. Non lasciamo intanto d’ illustrare questo caso con 
un esempio; e ci proponiamo a tale oggetto le equa- 
zioni differenziali omogenee che prese sotto la forma 
ày+Ndx=io hanno (37) per fattore integrante 

j+JSx 

Quindi nel caso degli integrali singolari (num. prec.) 

1 

• ez 00 

j+Nx 

donde y-\-Nx s=o: epperò un’equazione omogenea aven- 
do un integrale singolare sarà sempre rappresentato da 
questa formola . Intanto per accertarsi se dessa rappre- 
senta realmente un siffatto integrale basta assicurarsi se 
soddisfa o no alla proposta . Ravvicinata perciò l’ una 
ali’ altra ne avremo 
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cioè ne avremo l’equazione 


=f'.7=7' 


•J 


cbe forma la condizione sotto cni y+Nx sro è un in» 
tegrale singolare dell’equazione proposta . In effetto per 
esserne convinti in particolare si richiami l’esempio del 
numero 56, nel quale si ha 

X 

epperò 




donde 


VO a -Kr a ) 


= oo 


Y(x 2 +y a ) s= o , cioè .y s: x Y — * 


valore che rendendo identica l’equazione y osxy* ci con- 
ferma che l’equazione 

y+NxsYi** +/*)=« 

è un integrale singolare , cioè che il trovato valore di 
y=sxY—i è una soluzione non compresa nell’integrale 

completo che soddisfa all’equazione differenziale omoge^ 

‘ . » - * • «* 

nea del numero citato. 

70. La ricerca degli integrali in questione non si è 
eseguita finora che supponendo conosciuto l’integrale com- 
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pleto o il fattore integrante dell’equazione proposta. Il me- 
todo diretto però per effettuarla si è di non supporre altra 
conoscenza che quella della sola equazione data, tiran- 
doli immediatamente da essa. Questo c quello che noi 
andiamo a fare per compimento dell’assunto. 

Molto facile e pronta riesce la cosa se riandiamo la 
maniera onde un’equazione differenziale ed il suo inte- 
grale singolare derivano dal completo. In effetto sia data 
l’equazione differenziale 

àjr+N òx ~o 

e ne sia 

l’ integrale completo . Dal principio generale della gene- 
razione delle equazioni differenziali sappiamo che elimi- 
nando in qualunque modo dall’equazione 

a) S=o 

la costante arbitraria a mediante la sua differenziale 

< 0=9 

se ne avrà l’equazione 

d jr+N d.r ~ o 

ovvero (71 . yi) un’altra che solo ne differisce di nn certo 
fattore Quindi se supponiamo risoluta per a l’equazione 
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e che ne sia 

a*T(x,jr>y)~* 

il risultalo , si avrà in generale 

{ (•*» X> ®) = ? ( d / + X' dar) 

Donde risulta i° che è sempre possibile di mettere una 
equazione differenziale ójr + Ndx zzo sotto un’espressio- 
ne tale f(x, jr y *) —o , quanto la sua differenza dall’in- 
tegrale completo sia ridotta alla parte * che vi sta in 
luogo della costante a : a.° se indipendentemente della 
equazione df zzo si verrà ad eliminare dall’ integrale com- 
pleto la costautc a in una maniera identica che la fun- 
zione * da quella espressione , è chiaro che non dovrà 
ricadérsi che sul medesimo risultalo : 5.° eliminando la a 
dall’integrale completo mediante l’equazione 

sappiamo (64) che se ne ha l’integrale singolare; dun- 
que eliminando « dall’equazione proposta mediante l’equa- 
zione 

f «(*. J» *)= f '« =° 

si avrà del pari questo integrale : 4-° finalmente conchiu- 
dendo, l’equazione 

t 

: r.tty+iMxKsr.jso 

è il principio della deduzione immediata degli integrali 
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singolari di una data equazione differenziale . 

Cons derando questo principio relativamente alla sua 
applicazione ben si vede che si possono tenere duo strade 
diverse per arrivare agli integrali di cui si tratta: l’una 
è quella di formare l’equazione — o ed operare con 
essa la divisata eliminazione di *; l’altra di non dipen- 
dere dalla formazione effettiva di questa equazione, ma 
dalla sola possibilità della sua esistenza . Noi per com- 
pletare la dottrina in questione le percorreremo rapida- 
mente l’una dopo l’altra • 

71. Riguardo alla prima si consideri che l’equazio- 
ne f* a =0 può formarsi a priori, preparando la equa- 
zione data d^ + iVdxso in maniera che vi resti sepa- 
rata e distinta la parte *, e differenziandola per questa 
parte ; oppure a posteriori operando la differenziazione 
dell’equazione data senza la previa conoscenza della par- 
te », ed arrivando ad un risultato in cui possa discernersi 
la funzione che rappresenta C x . Quanto al primo caso 
uiuna regola potrebbe stabilirsi j e bisogna dipendere in- 
teramente dal tentativo . Quanto al secondo avvi un certo 
punto di vista che sebbene dipendente ancora dal tenta- 
tivo, maneggiato però con acutezza potrebbe servire di 
guida . Non ci arrestiamo dunque sul primo ; e ci fis- 
siamo un momento sul secondo. 
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Supponendo 1* equazione data 60 tlo la forma 

f(^i^ *) =o 

e differenziando col considerarvi * qual semplice varia- 
bile, avremo 

d f (■*. 7 1 *) = d x,jy f (*, *) + d * f (jr, / 1 *) = 0 

ovvero per essere (num, preced. »° ) 

d x, y f (*» *) = d f (•*> «) = » 

avremo 

d f(*,jr,0 = d flJ(*.r>*) = d *f* =° 

risultalo che ci mette sottocchio una specie particolare 
di composizione di cui è capace il diflerienzialc dell’equa* 
zione data; cioè quella di due fattori, l’uno di secondo, 
e -l’altro di primo ordine, dei quali quest’ultimo rappro 
senta (a funzione in questione f' a . Quindi se operere- 
mo la differenziazione dell’equazione data in maniera che 
il risultato possa ridursi a due fattori de’ delti ordini, 
noi potremo assumere quello del primo per la funzione 
di cui si tratta senza la previa conoscenza di *. Questa 
maniera di operare la differenziazione dell’equazione data 
non conosce alcuna regola , c dipende soltanto dall’ in- 
dustria dell’analista. Noi intanto non lasciamo di dare 
un’idea del modo di condurvisi coll’esempio seguente. 

a5 
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jra. Sia data l’equazione diffepenziale 
x dx 


dj + 


(=d/-f iVdx) =o 


.r-VC* 3 */ 3 -*) 

Per averne l’integrale singolare giusta il numero prece- 
dente si differcBzii, e mettendo per xdx il suo valore 
se ne avrà , fatte le riduzioni convenienti 

d V(/— V (* 2 +r a — q 

+ (dx 3 + d/ 3 ) VC-ap’ +7 3 — 

Questo differenziale non sapendo ridursi alla forma de’Jue 
divisati fattori non è di alcun uso per l’oggeUo propo- 
sto, e perciò ci avverte che nel differenziare l’equazione 
data bisogna assumerla diversamente e prepararla . Il cam- 
biamento di cui sembra esser capace si è quello di libe- 
rarla dall’irrazionalità t quindi camminando su i passi di 
Un tentativo ragionato, se ne adotti questa preparazione, 
cioè si prenda sotto la forma 


x a dx ' 


ixydx 


— x 2 -J-£=o 


dy % àjr 

e differenziandola se ne avrà 

xdx^ djr— x 1 dx 3 d * f+f dx 3 dy—xy dx dy d 3 y 

2 

= dxd7"(xdx 3 -+-ydxdy) — xd j^(xdx 3 +y'dxdy) 1 
c=(dx 3 d y—x dx d * y) (x dx +jr dy) s o 
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risultato come si desidera . Prendendo dunque il fattore 
di primo ordine per P a , avremo l’equazione condizio- 
nale degli integrali singolari 

=x dx+y djro 

la quale combinata coll’equazione data darà 
x 3 -j -/ 3 — b s o 

pel suo integrale singolare cercato. 

73. Qui cade a proposito il rimarcare che la ridu- 
zione di cui si viene di parlare potrebbe formare una ri- 
sorsa nella ricerca degli integrali completi ; poiché pren- 
dendo il fattore di secondo ordine per d#, avremo l’equa- 
zione da=o, che integrata darebbe l’equazione di primo 
ordine « zz 0 , dal di cui integrale se ne avrebbe (70) 
l’integrale completo fs=o. ' 

Per vederlo nei fatto delle applicazioni noi ce ne per- 
mettiamo una picciola digressione nell’esempio prece- 
dente. In effetto avremo 

« 

d* = d.r 2 df — x djrd jr sso 
il di cui integrale primo si è 

3C dj£ 

* 33 - +<7=o, ovvero xdx + C draso 

àjr 

che integrata nuovamente darà 

f = ** +aC/+C's=o 


Digitized by Google 



)(*£)*)( 

per l’integrale completo dell’equazione data: integrale 
che abbraccia le due costanti arbitrarie C ì C' non con* 
tenute nella data, la quale per essere di primo ordine 
non ne comporta che una solamente , epperò bisogna che 
l’una sia funzione dell’altra', come difetti prendendo da’due 
integrali trovati * ero, fr=o il valore di Ay ed y t e sosti- 
tuendoli nella data presa setto la forma razionale si avrà 

C -J-C'+i = o , epperò C 1 — C — b 

per cui l’integrale acquisterà la sua forma regolare 

-\-2Cy-{-C* — is=o 

con una sola costante arbitraria . 

74. Ritorniamo da questa breve riflessione, e ripi- 
gliando il filo delie nostre idee sugli integrali singolari, 
veniamo alla seconda maniera (70) di averli dall’equa- 
zione proposta , cioè al caso di averli indipendentemente 
della conoscenza effettiva dell’equazione =50 su di cui 

1 • 

poggiano. 

Si prenda a tale oggetto l’equazione proposta sotto 
l’espressione 

sulla possibilità della di cui esistenza non cade (71) alcun 
dubbio. Essa ci porgerà colla differenziazione gli argo- 
menti onde conseguire l’assunto. 
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la effetto i° differenziandola trattando « come una 
semplice variabile, ne avremo (7») l’equazione 

d * f #=° 

la quale per essere * una funzione di diviene 

&x*' x f* +d/*‘, f* # +d/ , *'y f' ft =0 
Donde si ha 

djr' /• d a 7* N __ * x f f x 

dx dx a ' 

Questo risultato per essere nel caso di un integrale sin» 
golare i‘ x =0 , ci dimostra che in siffatto caso si ha 
sempre 

d a y 0 

dx* “ ° 


il che ci porge per la ricerca di questi integrali la re* 
gola seguente. 

Si formi coll’equazione data dj'+iVdxsro la funzione 

— ( s=— iV' x J, sene eguagli divisamente a zero il 

dx v y 


numeratore cd il denominatore , se ne combini ciascuno 
colla data dy + iVdxrro, e nelle due equazioni che ne 
risultano noi avremo il cercato integrale singolare se sa- 
ranno identiche, cd un argomento che esse niuno ne rap- 
presentano se non lo saranno ; poiché queste due com« 
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binazioni non avendo che un’esistenza simultanea nel me- 


desimo valore di 


d 1 ? 
dx a 


dato dal processo analitico sotto 


espressione indeterminata , non possono portare che ad 
una relazione, e perciò non possono dare due diversi 
integrali» 

a.® L’equazione f (#, y % *) ss o non è che l’equazione 
data dj' + iViia? r: o, cioè y'+Nzz o, sotto altra forma: 
quindi y' contenuta in » vi si può considerare come una 
variabile dipendente da x t y prese come indipendenti. 
Differenziandola dunque sotto questo punto di vista ne 
avremo l’equazione 

4* 'i' x +»•, e, +y, p. > +w e, +•■, f. +r, p. ) so 

la quale essendo dar, d y indipendenti fra loro si divide 
celle due 

! 'x +/,*> f'»=0 

*'»=0 

Donde si ha 

<• +*'* f» 


**•(— *0 — 


* « 


y* f=-2V’ r 

, f', 
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espressioni che nel caso di un integrale singolare iti cui è 
f' x ~ =0, divengono 

N‘ x =», N' x = oo 

e ci somministrano perciò la seguente regola simile alla 
precedente : 

Si formino coll’equazione data i due coefficienti par- 
lali N' x , ed N'y , e si eguaglino all’infinito; quindi 
si vegga se le due equazioni che ne risultano soddisfano 
all’ equazione data; e quella che sarà nel caso afferma- 
tivo ne sarà un integrale singolare: ho detto si vegga se 
le due equazioni che risultano soddisfano all’equazione 
data, perché N' x ed N ' possono divenire ss co senza 
clic sia f* =o, ma con essere 

= co , f' r = co , ovvero a'^ = o» , *' x = oo 

epperò possono non appartenere al un integrale singolare. 

76. Per illustrare queste due regole noi non ricorre- 
mo a nuovi esempi ; ma per un confronto de’ risultati 
co’metodi esposti più sopra le applicheremo a quelli dei 
numeri 66. 67. 72. 

Per l’esempio (num. 66) abbiamo 
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cppcrò 



yrxrp. v 

a VA ,4 1" 



jX'xv.r* 

a yx ,4 r 


donde per la regola (num. prec. i.°) 

V^'xr'f'.r-so, yx ,4 r=o 

e per la regola (num. prec. a.» ) 


VA " 4 r<=o 

risultati che entrambi danno per l’ integrale singolare cer- 
cato A'=o, ovvero Jf'=o conformemente al numero 
in questione. 

Per l’esempio (num. 67) abbiamo 


epperò 




l + a .V ° 

»yVy(«— r f ) 


Donde dalla regola ( num. prec. a. 0 ) si ha solameule 


yVy(>— y 4 ) = ° 

cioè 

y -o, y a — 1 s=o, y a +1 =0 
delle quali la seconda soltanto soddisfa alla proposta , ep- 
però ne rappresenta un integrale singolare , conforme al 
numero in questione. 
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Per l’esempio (mira. 72) abbiamo 

N= 

y—V (•** +y a — b ) 

epp ero 

jp ( r -Y(x* +r'-b))V(r' +r* -/>)+ *' 

(r—Vix'+x'—fyy V<x À +r* — b) 

JS' = x 

* (r— V( * a +/“—*)) V(* a +r a ~£) 

Quindi per la regola ( num. prec. i° ) avremo le due 
equazioni simultanee 

* ’ + Cr- VC * a +r ’ -*) ) V(* a +r a -*) = « 

( r -V(** +.r a -4))’ V(* a +r *-*)=« 


epperb differenziando 


dr=— 

d r=— 


xy dar 


(r-V(* a +r’-^) a 

xdx 

jr— jV(j* +J a — 


che combinate divisamente colla data danno la stessa re- 
lazione x a +?* — £=0, cioè l’integrale singolare; e 
per la rpgola (num. prec. a°) avremo 

y(x 3 +y 2 — b) = 0, ovvero x 3 -f-/ 1 — £=o 
delle quali la seconda x a +/**~^= 0 soddisfa sola- 
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mente alla data, e perciò ne rappresenta l’ integrale lin* 
gelare conformemente alla regola precedente eJ al nu- 
mero in quislione . 

77. Pria di lasciare questo argomento sugli integrali 
singolari giova il rimarcare che osservandosi altcutamente 
un’equazione diQerenziale riesce facile sovente di scoprire 
fra le due variabili una certa relazione che la soddisfac- 
cia ; relazione che -mancante delia costante arbitraria non 
ne sarà che un integrale singolare o particolare. Questa 
maniera di avere gli integrali singolari o particolari di 
un’equazione data , come quella orora esposta di tirarne 
immediatamente da essa i singolari , fece naturalmente 
nascere P idea del problema inverso ; cioè della ricerca 
degli integrali completi per mezzo de’singolari o de’par- 
ticolari . Eccone il metodo generale die da se si presenta 
per risolverlo. 

Supposto che sia un integrale singolare o par- 

ticolare di una data equazione dj^ + iV dar zzo; e suppo- 
sto v la parte mancante a z per divenire il completo, sarà 
j := z-f-'P questo integrale (z, v sono delle funzioni di j) : 
sostituendo, e riflettendo che iV b una funzione di x ed y % 
si avrà l’equazione data sotto l’espressione 

ds + dv-HC^» z + v) dx = 0 

ovvero considerando v in f(.r, z+v) come aumento di z % 
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epperò essendo in generale 

[{x, 2+t') = f(x, s) + v m 4 >(x, z,v ) 

» 

cioè per essere z s= fx 

epperò t> w d» (x, z, t>) := « m 9 (x, t>) 

f (x, s + v) = f(.r, 2) m * (x, z>) 

si avrà 

d3 + du + f(#, z) dx+v m %(x,v) dxrro 

/ 

equazione da cui sottraendo la data , e mettendo per a 
il suo valore y, si avrà 

dv + v m <j(x, v)dxs=o 

Integrando questa equazione sì avrà v in x. Ma questa 
integrazione riesce per l’ordinario più difficile di quella 
dell’equazione proposta : epperò la soluzione del proble* 
ma inverso dì cui si tratta , presenta maggiori difficoltà 
di quella del diretto allorché si pretendono de’ risultati 
esatti . Contentandosi però dell’approssimazione si potrà 
integrare mediante lo sviluppo della funzione $(x,v) t 
od in mancanza di metodi più spediti averne con questo 
mezzo nn’utiie risorsa : per tale oggetto potrà vedersi La- 
grange (Cale, àes Fonctions (1806. p. a 35 ) . Nonostante 
queste difficoltà gli analisti si sono dati a rintracciarne l’ in- 
tegrazione esatta ; ma essi non sono riusciti che in pochis- 
simi casi a conseguirla . Fra questi casi vi è l’equazione 
dj + flj ’ dx + fxdxszo 
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la quale ravvicinata alla generale dà 
N ( «sf(jr,j) = f(jr, z + v)) = az 7 + iazv+av 1 + f* 
eppcrò 

v) r= f(j?, z+v) — f(.r, z) ss v(anz-fat>) 
il che determina m — i . Quindi l'equazione generale da 
integrarsi diviene per questo caso 

dw+au(iz+v) dx s o 

ovvero supposto per maggior semplicità »s- 

X 

dX— «(azX + i)dx =:o 

equazione lineare di primo ordine, il di cui integrale si fc 
dato in generale (5o) , e che diviene per questo caso 

dx + C)=o 

Donde 

\zze' ia f z ^ x ( a fe %a f z ^ dx + C) 

epperò l'integrale completo cercalo 

y—z +■ - 

« “/• ^ (*/« - "»/* d * d* + C) 

Noi lasciamo di illustrare con qualche esempio questo 
risultato, perchè avremo occasione di farne oso (85); ma 
pria di passare innanzi si noti che ignorandosi se la re- 
Iasione data y~z sia un integrale singolare o un iute- 
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graie particolare può nel valore trovato di v aversi un ar- 
gomento a posteriori per distinguerlo : infatti se detto v 
sarà tale quanto col dare un certo valore alla costante 
arbitraria in esso contenuta possa ridursi azero, allora 
è segno che la relazione sarà fra gli integrali particolari, 
e propriamente quella che corrisponde al caso dell’ inte- 
grale completo per la costante nulla ; quando però detto 
valore non sarà capace di una tale riduzione, allora è 
chiaro che la relazione rappresenterà un integrale singo- 
lare e non particolare. 

78. Finora non si sono considerale che le equazioni 
nelle quali i differenziali non oltrepassano che la prima 
potenza . Potrà darsi il caso che vi siano elevati a gradi 
superiori. Per dare dunque un* idea di questo altro caso 
dell* integrazione aggiungiamo che la risorsa unica cono- 
sciuta è di ridurla a quella delle equazioni di primo gra- 
do . 11 metodo generale per eseguirlo e che si presenta 
• colpo d’occhio dipende dalla risoluzione algebrica delle 
equazioni: In effetto siano P,<>, «. delle funzioni 

di x,f; e sia data in generale l’equazione di primo or- 
dine e di tolti i gradi 

Pdjr m 4-Q df m “ l dx*t-/ì àjr m ~~ 2 dx 2 4- • • » =s« . 

la quale fatto =/', prende l’aspetto 's 

dx 
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Py' m *-Qy m ~' *-Ry m ~ % 

Dalla teoria delle equazioni sappiamo che questa equa- 
zione può mettersi sotto la forma 

(/'— 9 ) (/'— 9 ') (t , ‘— 9 ,, )*“=o 
in cui q>. ec. sono funzioni de’coefficienli P,Q, ec., 

epperò di .r ed y. Quindi ciascuna delle equazioni di 
primo grado 

y— 9=0, .r'— 9'=o, jr'— 9"=o, ec. 
soddisfarà all'equazione data , epperò vi soddisfarli an* 
cora ciascuno d^gli integrali rispettivi 

F 4 -C=o, F‘-ì-C'= o, F" 4 -CV'-:o, ec. 

L'integrale dunque dell'equazione proposta si avrà .io 
ciascuno di questi integrali presi isolatamente, o com- 
binati in fattori tutti o parte; e la sua integrazione ri- 
dotta così a quella di equazioni di primo grado . Ma la 
risoluzione algebrica delie equazioni è tuttora incognita ; 
epperò questo metodo riesce di nessuna utilità in gene- 
rate, e di un’utilità tanto piò picciola in particolare quanto 
più alto è il grado dell’equazione differenziale data. 

79. In molti casi si potrebbe l’ integrazione sottrarre 
dalla soluzione algebrica delle equazioni mediante un 
qualche artificio di analisi , c cosi eludere in parte al- 
meno le difficoltà alle volte insuperabili del metodo ge- 
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cerale. Fra i pochi casi di coi se ne conosce il tratta* 
mento noi ci attediamo a quello dell’cqtrazione 

ydx n — (a-f-x) da:*”" 1 dy— -a'dx n ~~ 2 dy 2 

— a" d,*””' 3 dy* 3 — • • • d' n ^ éy n 

clic abbraccia sotto la sua espressione una classe assai 
estesa di equazioni , e il di cui integrale gode di una pro- 
prietà elegante e rimarchevole . 

Mettendo questa equazione sotto la forma in '(nutrì, 
prec.) , se ne avrà 

y—xj*— f>'=o 

e quindi differenziando si avrà 

ày—J ' d-*— 1 ) dy 1 =S 9 

« dy 

ovvero per essere y’ss , epperò dyssy’dx 

< 

(x'i-f'y*')dy , sso 

equazione che esibisce l’equazione x+-Vy *=o, o la dy'so^ 
o entrambi simultaneamente: ne’ primi due casi non darà 
che una soluzione per l’equazione proposta , e nel terzo ne 
dara due , delle quali la prima sarà singolare , e la seconda 
completa . In effetto eliminando y' dalla prima equazione 
mercè la proposta se ne avrà una tra x ed y solamente, 
che soddisfacendo ad essa proposta , e non potendo conte- 
nere alcuna costante arbitraria perchè non contenuta nelle' 
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due fra le quali si elimina , non ne sarà che un inte* 
graie singolare. Non è così della seconda, la quale io. 
tegrala ci dà t 



epperò 

dy=CJ x, cioè y — Cx — C'=o 
per l’integrale delia proposta colla costante arbitraria C, 
e perciò completo ; ha detto colla costante C e non colle 
costanti C y C' perchè la seconda non è che funzione della 
prima; infatti sostituendo nell’equazione proposta y'sso 
ne avremo 

iC=y-Cx{=zC') 

epperò l’integrile trovato sotto l’espressione 
y — Cx — f C zzo 

Quia li questo integrale potrà tirarsi immediatamente dalla 
proposta mutando soltanto y 1 in C, il che forma una prò* 
prietà elegante e rimarchevole dell’integrale di questa 
specie di equazioni, come sul principio cennammo. Veg-. 
giallone intanto un esempio nell’ equazione del secondo 
grado 

(x* — ) dy 3 4- (y * — p 1 ) dx * — ooy dx dy — o 

Dividendo questa equazione per dx a , e facendo come 
dy 

sopr» =y , l’avremo sotto la forma 

dx 
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(.« 4 — p* )y 1 1 ' * +-y a — p 1 - *Xyy'szo 

•▼vero (y-*y')* — P a (H-y’*)=o 

donde si ha 

y-*y’— P^C^y* 1 ) =o 

Questa equazione non èssendo che il caso della generale 

corrispondente a fy'=p V / (i4-y' a ) avrà giusta !a Ho*, 
tata proprietà , per integrale completo 

y — Cx—p y' ( 1 4 -C * ) rr o 

Per averne quello singolare si rifletta che 

x-V-V y' := o := a: y' (i-f-y‘ a ) 4-py' 

epperò 

y‘= — 

V(/> a -*‘) a 

valore con cui eliminalo y* dalla proposta se ne avranuo 
in forza del doppio segno le due equazioni primitive 

yv'C p a -* 2 )— (p a ^ a )=o 

y-t-V(p* — x % ) =o 

delle quali la prima corrisponde al caso di p positivo, 
eia seconda a quello di p negativo; e l’una e l’altra 
soddisfacendo alla proposta ne esibiscono ne’Jue divarsi 
casi l’ integrale singolare cercato . 

*7 
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80. Dopo l’esposizione delle dottrine sull’ integrazione 
delle equazioni binovariabili si presenta naturalmente l’ in- 
tegrazione di quelle a più variabili . Le equazioni di cui 
si tratta possono essere esatte o inesatte , Noi trattere- 
mo delle seconde dopo aver parlalo delle prime. 

81. Si è notato (mia Introduz. allo Studio della Mal. 
Subì. pag. t) 5 ) che il metodo generale per l’ integrazione 
di un’equazione differenziale esatta ad n variabili si è 
quello di supporvene costanti n— a , e cosi ridurla al- 
l’integrazione delle equazioni binovariabili; compensan- 
dosi nel risultato finale una siffatta supposizione colla de- 
terminazione della costante arbitraria , la quale sarà in 
questo caso una funzione delle variabili supposte costanti; 
determinazione che si effettua col differenziare il trovato 
integrale e confrontare il risultato coll’ equazione propo- 
sta . Per vedere ora nel fatto analitico la natura di que- 
sto metodo richiamiamo (T. pr. 5 g) la formola generale 
delle equazioni in questione 

Pd^ + (>d«-{-/ìdjr+ • • • =s o 
Supponendo esatta questa equazione si suppone nell'atto 
stesso che abbia un integrale figurato in generale da 

f(r. a, *,...)=» 

e che sia (oum. cit.) 

i]r=iu (ir) +dr (-ìf) + ”- 
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valore che sostituito nella proposta la presenta (num.cit.) 
decomposta nelle seguenti •. 

(-£)(•£) + (-=-)- . 

(•£)(£)♦(■&) - 

ec. ec. 

ovvero 

p (if) + ^ =0> p (if“) +p=0 ’ “• 

cioè 

Pd/+^d«=9, Pdx+/Jdx=o, cc; 

Di queste equazioni ciascuna r.on rappresenta che Ì1 dif- 
ferenziale di f censiderando per variabili y ed u sola- 
mente , o jr ed x % o ec. Onde avremo 

ày, » f=Pd/ + ^)d«=:o 
d^ j. (=zPójr-\- R dx = o 
ec. ec. 

eppcrò integrando 

f=/(Pd r +<7da) =U+Czzp 

= f(Pdy+Iidx)=zU‘^C , =z o 
= cc. 

Quindi 1* integralo caroto f si ottiene co’ metodi di in • 
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legazione? per le equazioni binovarlabili , tutta la diffe- 
renza riducendosi alla determinazione analitica della co- 
stante che può essere una funzione di tutte le variabili 
considerate come tali . 

Questa determinazione potrà condursi in una maniera 
tutta simetrica all’esposta ( 3i; a° ). In effetto assumendo 
uno qualunque degli integrali parziali 
i=sU+C=U , +C , =zec. 

(per esempio il primo) avremo per essere V funzione 
di tutte le variabili 

df(=jPdj'-f-(?dtf+Rdx+* ..) = dE7’-fdC 

= U+ (i^) ix+ (-^) <!«+••• iC 
donde si ottiene 

iC ~ C 5?-)) dx+ \f~ (ir)) ds+ " ' 

» 

risultato che condotto secondo il numero citato darà la 
determinazione proposta della costante C. 

82 . Illustriamo il tutto con un esempio. 

Sia proposta l’equazione a tre variabili 

x dj'+.jr dwby djr +-jr du4-u d y+- u da: ss o 
sulla quale le condizioni (T. pr. 3i) restano avverate, cp- 
pnrò differenziale esatta ed integrabile. Venendo dnnqu* 
alla ricerca del suo integrale supponiamo giusta l’esposto 
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metodo, una della variabili x costante, e l’avremo ridotta 
alla binovariabile 

{u-\-x)Ay-\- (y+x) d k = o 

Questa equazione posta sotto la forma 

, c! u 

. "f* : SS O 

jr- h* «+.X 

presenta un’equazione separata , e perciò integrabile per 
mezzo delle semplici funzioni . Infatti integrando avremo 

= l(7+«) + K“+ Jf )+ lc =° 

ovvero 

( /-{~x) («4-x) 4 - C= o 

Ter la determinazione di C clic rappresenta in questo 
caso una funzione di x, si consideri die 

R ss u-t-jr t epperò ^ = a.*4-H4-j r 

Onde 

epperò 

C ~ — x 1 4- cost. 

Quindi l’ integrale cercato 

f ss ( j-4-x) (u-f-x) — x a 4- cost. ss o 

cioè 

ay r 4-K/4-«-*4-cost. sro ~ ■ - 

è l’integrale dell’equazione ternovariabile proposta. 
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83. Pausiamo al secondo caso, alle equazioni dico dif. 
ferenziali non esatte . 

Un’equazione sopra la quale le condizioni di integra- 
bilità rimarcate (T. pr. 5z) non hanno luogo, non è in- 
tegrabile da per se. Quindi bisogna che vi si prepari. 
Sappiamo per le equazioni binovariabili che questa pre- 
parazione si riduce al cosi detto fattore integrante, che 
sempre esiste qualunque esse siano. Non è cosi però per 
quelle a più di due variabili, per le quali detto fattore 
non ha luogo che sotto una certa condizione . Infatti at- 
tenendoci per fissare le idee ad un’ equazione ternova- 
riabile, se ne dica 9 il fattore integrante, e si avrà l’e- 
quazione 

9Pdj*+.!*iQd«q-9/?dr =0 

esatta per supposizione. Quindi avranno luogo per essa 
le condizioni (T, pr. 3a; a°) 



nelle quali effettuando le differenziazioni indicale; e fa- 
cendo per semplicità deU’~espr«ssione il coefficiente diffe- 
renziale parziale (dp ; d«) s P' u , e similmente degli 
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altri , si avranno !e equazioni di condizione 

=o 


equazioni che sommate insieme dopo aversene moltipli- 
cato la prima per R , la seconda per — Q, e la terza 
per P possono ridursi alla condizione unica 


(«)••• R p, u -PR'u +Q R, y -RQ' r +PQ' X “<? p x =° 

sotto di cui il fattore 9 rende esatta l’equazione propo- 
sta . Quindi avviene che avendo luogo questa relazione 
fra i coefficienti dell* equazione proposta potrà conchiu- 
dersi che esiste sempre per essa un fattore integrante . 

84. Assicurati dell’esistenza di questo fattore, e per- 
ciò dell* integrabilità dell’equazione proposta non è ne- 
cessario per la sua integrazione che si venga con un 
metodo proprio e particolare alla ricerca di esso . In ef- 
fetto l’equazione 

yPdjr-h’^Q du-b$R tizzo 

essendo esatta potrà trattarsi col metodo (81); cioè po- 
trà supporsi x ovvero u costante , e ridursi alla 
da ss 0 , ovvero 9 P JJ4-9R dar = o 
e quindi averne l’integrale coll 1 integrazione di una qua- 
lunque di qaeste due equazioni , determinandone la co - 
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Stante colle vedute del numero citato . Or supponendo se 

i. 

ovvero u costante, le equazioni di condizioni (T.pr. 3 a;» # ) 
richiamate (num. prec.) , si ridurranno alla prima, ov- 
vero alla seconda solamente , la quale ferma la condi- 
zione unica (T. pr. 3 »; »° ), che dimostra essere esalta 
l’equazione 

<f>PdjM-?Qdu so, ovvero dar s: o 

cioè dimostra che l’equazione 

Pd^'t-^du =° , ovvero P dy-r-Hix zzo 
diviene esatta mediante il fattore 9. Quindi per integiare 
l’equazione 

P d/.f-^ du*t-H dar zz o 

non è necessaria la ricerca particolare di $ per un’equa* 
zione a tre variabili qual’essa è, ed a più di tre ancora 
perchè soggette alle medesime vedute; ma ci basta sola- 
mente quella per un’ equazione hinovariabile : anzi non 
essendo l’integralo completo di un’equazione che un so- 
lo, eppcrò qualunque sia il metodo usato per averlo noa 
potendo arrivarsi che sempre al medesimo risultato, ne 
avviene che senza venire alla conoscenza particolare di 9, 
potrà ottenersi l’integrale dell’equazione proposta col me- 
todo (81) integrando l’equazione 

Pdy 4 ~Qdit = 0 , ovvero P dj-i-R da? = o 
mediante qualunque delle note risorse clic possiede l’anàlisi. 
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85. Per illustrare questo caso d’integrazione noi cì 
proponiamo la seguente equazione , la quale non inte- 
grala dall’ Eulero che con molta rimarchevole industria , 
si sa oggi integrare con facilità e prontezza, non essen- 
do che un caso particolare dell’equazione integrata (77) , 

Questa illustrazione nell’alto che serve a compire ciocché 
si è detto (aura, cit.) sul metodo indiretto di avere gli in- 
tegrali completi mercé i particolari o i singolari, potrà 
servire in generale di esempio sulla maniera di metter* 
in opera gli arlificj opportuni onde rendere un risultalo 
all’oggetto proposto. 

Sia data duoque l’equazione 

ZT=u* ày+u(x-y)duh £(*»_ r »)da-Kr 9 -»*-**) d^ssft 

Quindi avremo 

P=u a , R=y 2 —u* —x m 

epperò 

.P' u =aM, i?' H s =— a«, P' x =0 

O' *yr + » a n - « a +3x a -)^ 

Yy- u ' x — . 

valori che non soddisfanno alle condizioni (T. pr. Sa; a°), 
ma che veriGcano l’equazione (a), per cui dimostrano 
clic l’equazione proposfa non integratile da perse, può 
divenirla mediante un fattore integrante, e perciò può 
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trattarsi col metodo (num. pteccc}.)* Cl0 ^ avI ^ (8t) un 

integrale rappresentalo da 

< ■ * 

J.W=/(Pà?-t-Qix)+C 

■■■ =f(u'ij+(j-*-u‘‘-x , )ix)+C = o 

Sì tratta dunque di integrare l’cquajione binoyariabile 

(x x + u*) òx 


d/ + 


T ** d.r 


= o 


u * U 

che come sopra notammo, rientra nel caso di quella 
trattala (77) 

86. Osservando questa equazione si scopre quasi a 
colpo d’occhio che il valore di y~x la rende identica, 
cioè che no presenta una soluzione ; soluzione che posta 
alla prova del carattere proprio (j 5 ) degli integrali sin- 
golari e non soddisfacendovi dimostra la sua rappresen- 
tanza essere quella di un integrale particolare. Dietro 
questa Osàervazione ravvicinando l’equazione di cui si trat- 
ta alla citata del numero (77) avremo 

1 oc ^ 

zx; r, a — — , 20/2 dx= -- 


li 


u 


eppcip sarà 

J=X+ 


u* e x * u 
Je *i“ a d*+C 
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•espressione che può mettersi sotto la forma 

/ a a il® j ■”! * : u a \ 

/Vs\T.-‘ •“ àx — J(=t) + Ctzo 

in cui C rappresenta una funzione di u, e che bisogna, 
determinare per la piena conoscenza di J U\ 

87. Per eseguire questa determinazione non si do- 
manda che di applicare opportunamente al caso proposta 

«U 

il metodo generale (81). In effetto essendo - u la varia- 
bile supposta costante , si avrà l’equazione generale cof- 
rispondente del numero citalo ridotta alla 



che per particolarizzarla al detto caso bisogna formare il 
coefficiente differenziale 


_ f d / g — dr 


'S 1 ( d u 1 e — * 7 ’’* 2 \ 

' r— x V- dii y 


(AL ) = ( 

V da/ V da y y—x \ di* 
Riguardo al secondo termine si ha immediatamente dalle 
note resole della differenziazione che ci danno 

O 

d« / ** 


Non è cosi però riguardo al secondo per la di cui for- 
mazione non basta conoscere siffatte regole solamente, „ 
ma bisogna ancora saperle applicare alle funzioni sotto 
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ì4 segno integrale, applicazione dipendente da una mila 
analitica che non ci è venata finora occasione di rimar- 
care j che forma il famoso teorema leibniziano per dif- 
ferenziare sotto detto segno ; e che deriva immediata- 
mente dalla nota equazione ( T. pr. 3o) 


d 7 Z = d 3 Z , 
dxda dadx f 

Infatti supposto Zss/f'dx, epperò (dZ : dx) s: ^ sarà 


d 3 Z d (dZ : dar) 
dx da da da 

d a Z f _ d (dZ : da) ^ d(d/Fd*:da) 
dadx dx J dx 

epperò la della equazione trasformala nella 


dir d(dfPdx:du) 

da dx 

oyvero moltiplicando per dx 


dir 

da 

tipè integrando 


dx — d (d/^dx : do) 


K™) - ( 


d JTdx\ 

da ) 


risultalo che contiene il teorema cercato, ciofc il differen'* 
*iale di un integrale eguaglia 1- integrale del differenziale ; 
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* Applicando questo teorema al caso di cui si tratta avremo 
d fe—** iu *àx r/'de~ A* 


du 


=/C 


du 


0 


u * 

ovvero richiamando su di quest’ ultima espressione la 
forinola (»; a» ) , e supponendo in essa 

r=x, K < =/e-** s “*d x (x a :«*)=(»; 
avremo 

~^ X , - U ' d * = — - Cxe ” 1 r * : “*-/«-** 5 «*d^ 
du “ V J J 

a 1 —x 5 !«* 

ovvero per essere f sro, epperò A""* dx sz 


avremo finalmente 
d fe — **'• «*dx 


x 




-c 


du 


Quindi sostituendo il tutto in d C. ne avremo dopo le 
convenienti sostituiionf 


C du — u àC 

u ' 

<2 ) 

(«(/— *) + ~(.T ’-*’)) d “ + - g r J _ U - Gr7+u a +x a )du 
n ■ y u \y x j 

Per rendere il secondo membro sotto nn’espressione co- 
noàcfuta vi si aggiunga e sottragga d v >x f; e rillctten- 
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do alla doppia espressione di cui è capace d x f, cioè che 
^ — ( 86 ) / 

s= (fatte le riduzioni) - — (a 9 dj-f- _ a 9 _» x 9 ) drA 

(/— *)* K J 

àj, x f —(85) 

■Pd/+/?dx=:(^- a — a 9 — x 9 )dj: + a 9 dy 
avremo dopo le opportune riduzioni 
C du — u d C 

u 

e — x 9 :u 9 / _ r y—r \ 

== — ( “ d/+ )(^+« , +x 9 )da 

(j— X) V* \ u / 

. * a *> 


(r 

, — .r 9 :u 9 




4- (/* — a 9 — x 9 )dx 
_i_ ^a*d/+ (u(y-x)+ ~ 


, —x 9 : u 9 


+ C / -9 — a 9 _x 9 ) dx 


tf'sso 


(J— *) 

Ed integrando 

yfCAu — udC\ C . _ 

A s ) = - + c =0 
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Donile C^C'w, epperò sostituendo avremo per l’in- 
tegrale completo cercato 


=re-^\ x - 


jr-x 


88, Quanto si ù dello in riguardo alle equazioni eli- 
tre variabili si applica a quelle di un numero maggiore , 
altra difficoltà non presentando che quella delja determi- 
nazione della costante, la quale diviene tanto più com- 
plicata quanto più grande è il.nutnero delle variabili. 
Lasciamo dunque l’ integrazione delle equazioni inesatte 
clic ammettono un fattore integrante, e passiamo a quella 
delle equazioni che non ne ammettono. All’oggetto sem- 
pre di fissare le idee noi ragioneremo come sopra sulle 
equazioni di tre variabili 

! 

P d^+Q dtt+fì d.r — O 


essendo quelle di un numero maggiore nel caso della 
medesima concbiusione . 


8g. L’avere questa equazione un integrale altro non 
significa che coesistere con essa una certa altra equazione 
finita F(jr, x, u) =0 , tale chq, la soddisfaccia ; il che 
importa che il valore di d^s=df(a,x) da essa dedotto 
sia identico di quello tirato dalla proposta. Quindi per la 
coesistenza di una siffatta equazione bisogna che si abbia 

Q R 

dj = df(«,x) = — - du— - dx 
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die % quanto dire l’equazione proposta non ammette in- 
tegrale che sotto la condizione che sia 

Q R 

— — du— — dx ss (1 f («, jr) 

F P ' 


la quale porta alia condizione clic la funzione 

— - du-- dx 

P P 

eia una differenziale esatta . Cib non ha luogo (T.pr, 3i; i°) 
che sotto la condizione dell’equazione 


f d (Q:P) n ’ f d(R:P) , 
V». dx ) s. da ) 


=: O 


la quale effettuandosi le differenziazioni indicate, e riflet- 
tendosi che P , Q, R sono funzioni di u, ir, ed y che è. 
essa stessa funzione di u , x, diviene 

-w» ■ ‘ . « — i - i ’ — % 

dx d« 

+<?', +p', •r‘,)-P(fi' u +R' r -r u ) 

+«(p*„ +P' f .j\ ) 

■■RP\ -PR'a +PQ‘ X -QP‘* +r' x (PQ‘ y —QP'y ) 

+rJRP'y-PR'y) 


ovvero riflettendo che 

R O 

r' ssf = — r' — f' 

J x * p' y « ' « ~ p 
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sostituendo e riducendo 

BP'u -™'u +*’<?'* -QP* + Q R 'r - R Q'y =° 

Dunque l'equazione proposta non ammette un integrale 
che sotto la condizione di questa equazione. Ma questa 
equazione non è che l’equazione (a) trovata ( 83 ) per 
condizione del fattore integrante : dunque un’equazione 
differenziale che non soddisfa alla condizione del fattore 
integrante non ammette integrale. Cosa sarà dunque di 
siffatta specie di equazioni distinte altravolta col nome 
di assurde? Saranno esse insignificanti? Apparterranno 
forse alla classe degli immaginarj ? Denoteranno che il 
problema che le esibisce sia impossibile? Tali per lungo 
tempo le considerarono gli analisti. Ma (Paris 1768 par 
Didot) il Marchese di Condorcet nella prefazione al suo 
Saggio di analisi , e nel suo pezzo A il. Dalembert 
sul sistema del mondo e sul calcolo integrale fu il 
primo a mostrare l’errore di questa opinione, facendo 
vedere che il problema non è in questo caso che inde- 
terminato ; il che nella mia Introduzione allo Studio 
della Matem. Subì. pag. 96 , seguendo senza esame la 
comune degli analisti , ho attribuito al Conte Monge , il 
quale in vero non pubblicò queste idee che 16 anni do- 
po nelle Memorie dell’Accademia Beale delle Scienze di 
Francia. 

29 
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90. Per rilevare intanto il vero carattere di queste 
equazioni basta riflettere a quanto si vieue di concbiu- 
dere sopra di esse. In effetto si è conchiuso (num.prec.) 
die un’equazione a più variabili indipendenti la qua- 
le non adempie i dati criterj di integrabilità , è capace 
di un integrale della forma y z=f(«, x, z, . . .) , in cui 
u } x, t , ec. sono supposte fra loro indipendenti ; con- 
chiusione che non include il caso in cui dette varia- 
bili potessero avere delle dipendenze , delle relazioni fra 
di toro. Quindi per vedere cosa avviene delle equazioni 
nelle quali questa circostanza ha luogo, supponiamo che sia 
Pdjr+R dx-f@ du-f Sdz-f- ... =o 
un’equazione che soddisfa a’criterj di integrabilità , e fac- 
ciamo l’ipotesi che fra le sue n— i variabili u,x t *, cc. 
esistano n— a equazioni , ovvero che è lo stesso siano 

u=?r, z=^ i x, ec. 

In tale ipotesi l’equazione diverrà 

Pdy -J- (fl+@<p'x+*5V 1 x+ • • »)dxsso 

cioè un’equazione fra le due variabili y , x, epperù avente 
in generale un integrale della forma 

^*=f(x, U , Z, . - .) =f (x, < 5 >x, <P t X, • . .) 

I 

Questo integrale ahbraccerà le funzioni q>x, x, ec. , 
che non si sono introdotte nel calcolo che indetermina- 
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(amento, e non cono rispetto all'analisi che delle futi» 
xioni arbitrarie. Dunque »° l'integrale delle equazioni 
che non soddisfanno a’criterj di integrabilità , considerato 
analiticamente abbracciando delle funzioni arbitrarie, sarà 
un integrale indeterminato e capace di tante diverse 
soluzioni quanto i possibili casi in cui possono trovarsi 
dette funzioni: a° la conclnusione (num. prec.) che una 
di siffatte equazioni non ammette integrale, non deve 
prendersi in generale, ma relativamente all’integrale de* 
terminalo: 5° il problema che esibisce una tale equa- 
zione sarà determinato quando oltre di essa porge le con- 
dizioni necessarie che determinano le suddette funzioni 
arbitrarie, e sarà indeterminato quando manca di tutte 
o di parte di siffatte condizioni: 4° significazione di 
questa equazione non sarà mai immaginaria, come Con- 
dorcet e Monge i primi ci divisarono, ma sarà sempre 
reale; e il problema che la esibisce giammai impossi- 
bile, ma soltanto indeterminato: 5° finalmente couch pu- 
dendo, l’integrale delle equazioni a più variabili iodi- 
pendenti ebe soddisfanno a’criterj di integrabilità abbrac- 
cia delle funzioni determinate (mia Introduzióne pag g8 
lin. ( 2 . 5) correggendo arbitrarie in determinate) , nel 
mentre ebe l’integrale di quelle che noa li soddisfanno 
abbraccia delle funzioni arbitrarie; carattere che controd- 
distingue gli integrali delle equazioni a più variabili in- 
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dipendenti da quelli ad una sola , le quali abbracciano 
delle semplici costanti arbitrarie . 

<)!. Diamo intanto per la chiara intelligenza dell’espo- 
sta dottrina un esempio ; vediamo in particolare come si 
arriva ali"' integrale di un'equazione non soddisfacente 
a’criterj di integrabilità, e proponiamoci a tale oggetto 
l’equazione ternovariabile 

x {x—a) («“* 3 ) àj-—u (jr — *) da— .r ( 7-“*) d.r=so 

che si trova in questo caso. Quindi (num. prec.) avre- 
mo a=?,r; epperò l’equazione ridotta alla binovariabile 

C* a )&jr+t}x($x— b)Ay— %x(y— x) q'xàx — x(jr—*)dx =0 


di cui se ne presenta a colpo d’occhio la separazione 
d ìjr ($x . 9 d x 

x(x — a)+9r(9T — b) 

• < • j » 

ovvero fatto 


9-g.. $‘x+ x 


x (a: — a) 4- (9#— b) 

=A r d.r, che ha y-*-Ce^ dr =o 

r—9. * J 


per integrale ; integrale che non esiste che suTl’ ipotesi 
arbitraria u=9r, epperò non soddisfa all’equazione pro- 
posta che in sua combinazione: quindi l’integrale com- 
pleto dell’equazione non viene rappresentato che dal si- 
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sterna delle due equazioni 

•' . ' r -,-Cj Xix =o ' 

“ • i ' * * * ' / * . '• , ’ . u . r > «5 

Questo integrale dipendendo dalla funzione arbitraria $.r, 
sarà indeterminato ; rappresenterà in generale tutti i pos- 
sibili sistemi di due equazioni capaci a soddisfare la pro- 
posta; e darà al problema che la esibisce tante soluzioni 
quante le infinite composizioni ebe si possono prendere 
per q»jc. • 

91. Per venire al fatto atteniamoci al caso più sem- 
plice dalla composizione di $x ; e supponiamo ebe il 
problema oltre delle condizioni che portano all’equazione 
proposta, ne contenga delle altre che ue danno dippiù 
la «— x=o: in tale caso avremo ^rssx, epperò 

•A 4 *- /s=*b *) 

Donde l'integrale corrispondente 

u — -xsso, j— #— ss :e 
ovvero (T. pr. pag. 41) " ^ * 

«• *}*» * 1 i , * • . • 

u—x—o , jr — * — C(ax—a~b)=o 

- • 

integrale da cui si hanno i valori di y ed u in x % che 
sostituiti nell’equazione proposta la rendono identica . 

90. La disposizione data fiaora alle materie sull* inte- 
grazione delle equazioni a più variabili indipendenti non 
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ha avuto per oggetto che quello di esporne eoa ordio* 
c ragione il dettaglio conciso delle aitasti conoscenze, di 
tpptossinaarci alPordinaria maniera di vedere degli ana- 
listi , e di riunirne in un solo e chiaro punto di vista 
l’essenaiale . Questa integrazione però può effettuarsi in 
una maniera più semplice e pronta , Senza la distinzio- 
ne come si è fatto delle equazioni in esatte e non esatte 

10 integrabili e non integrabili , e senza la previa verifi- 
cazione delle condizioni di integrabilità può l’equazione 
proposta sottomettersi immediatamente al metodo ( 81 ) 
che è generale, ed averne l’integrale determinato se ne 
i capace, o l’indeterminato se è nel caso contrario. In 
effetto fissando sempre il ragionamento ad un’equazione 
ternovariabile 

Pdy+Rdx+Q do no 

assumiamo x per costante, e uè avremo l’equazione bi- 
noyariabile 

Pd y + Qdu sro 

11 di cui integrale rappresentiamo con 17+Csso. Quindi 
per la determinazione di C avremo (num.cit.) l’equazione 



Or se risulterà 
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•i avrà 

dC=sfzd.r: epperò Cas/fr djrsFx-f C f 

cioè l’integrale .... 

ir+CzsU+Fx+C 1 

dell’equazione proposta sarà determinato. Se però risulterà 

*~(ìnr) i=Kr >“’ x) 

allora si avrà 

d C=t(jr t u,x)d x 

funzione che non ammette integrale, per cui C in U+C^so 
resta indeterminata , e perciò non dà per la proposta 
equazione che un integrale indeterminato e rappresentato 
dal sistema delle due equazioni 

U+C=o, dC— a, ar)d4r=:o 
integrale che diviene determinato se il problema darà 
oltre di essa una qualche relazione tra u ed x, poiché 
allora essendo del pari y funzione di x sarà 

( y t u , x) dx = yxdx 

come sopra . 

Quindi dovendo C essere in generale una funzione 
della variabile x supposta costante, se si rappresenterà 
colla funzione arbitraria Fjt, avremo il trovato integrale 
indeterminato sotto l'espressione 

17+Fur so, F'*— $(/, «,x)=:o 
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espressione che ha il vantaggio sopra quella data (91) 
di essere libera dal segno /, ed essere in termini finiti ; 
espressione da cui presi i valori di y ed u in x e so- 
stituiti nell’equazione proposta, la renderanno identica 
indipendentemente della composizione di Fx . 

94. Il caso di questo metodo che riguarda l’integrale 
determinato è stato esemplificalo ( 85 ) , perciò non bi- 
sogna parlarne . Per illustrarne quello dell'integrale in- 
determinato ci riportiamo all’ esempio (91) • e mettendo 
l’equazione sotto la forma 

J ia _ x ix _ 0 

jr— 

accigliiamo la y per costante in quanto conduce ad una 
più semplice operazione. Quindi avremo 

*7=/(ud«+xd*)s:a’ +x a =0 
ed (81) fallo CssFjr 

=d,F»= (p- (-*"-)) d/= if 

epperò l'integrale indeterminalo sotto l’espressione si- 
multanea delle due equazioni 

u’ -fx a +F/=o, »)F'/— x(x— a) — «('*— i)so 

dalle quali prendendo i valori di u ed x in y c sosti- 
tuendoli nella proposta la renderanno identica. 

95. Per non passare interamente sotto silenzio l’in- 
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tegrazione delle equazioni in questione degradi superiori 
si consideri i° che siffatte equazioni possono presentarsi 
sotto l’espressione 

(Pdjf + Qda-f • • •)X(P , dy+Q l dtt+ • • »)X* • • (= 5 ®?** • *) =0 

a° che questa equazione viene soddisfatta da ciascuno dei * 
fattori componenti 9^ sso; i valori di y =f(a, a:, ...) 
che la risolvono non si hanno che nella risoluzione, cioè 
nell’integrazione di questi fattori; epperò i suoi inte- 
grali non si hanno che fra quelli di detti fattori, ed essa 
sarà capace di tanti integrali diversi quanti i suoi fattori 
ineguali capaci di integrazione. 

5° per conseguenza che la possibilità onde l’equazione 
ammetta nn integrale non esiste che sotto la condizione 
della possibilità di potersi scomporre ne’ divisati fattori; 
e perciò cbe oltre delle sopraesposte condizioni di in- 
tegrabilità , per essere le equazioni di cui si tratta ca- 
paci di integrazione, bisogna prima che se ne verifichi 
quell’altra . 

4° finalmente che di siffatte equazioni non se ne può 
tentare l’ integrazione se prima non si provi la possibi- 
lità della divisata scomposizione. 

Quindi raccogliendo conchiudiamo che per l’integra- 
zione delie equazioni do’gradi superiori in questione, il 
tutto si riduce in generale a fissare la possibilità di arra 

5 o 
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falc scompcs’ziòne ; fissata affermativamente effettuarla ; 
effettuata integrarne i fattori (he ne risultano cogli esposti 
metodi per le equazioni di primo grado; ovvero fissata 
negativamente cercarne , volendosi , l’integrale indeter- 
minato col metodo di soprano). ISon iscendiamo al det- 
taglio di queste ricerche su di cui niente potremmo dira 
di positivo, e che godesse di uno qualche generalità. 
Noi non vi abbiamo dato questo colpo d’oethio in gene- 
rale die ad oggetto d’illustrare quei pochi cenni che se 
ne trovano ne’migliori trattatisti de’nostri tempi. Passiamo 
intanto a far parola delle equazioni degli ordini superiori . 

96. Assai limitate ed impei fette sono le attuali no- 
stre conoscenze sull’integrazione delle equazioni differen- 
ziali degli ordini superiori. Il punto di vista generale a 
cui si tiene non è che di abbassarle di un ordine all’ól- 
tro immediatamente inferiore, ripetendo sull’ultimo tro- 
vato integrale un’operazione di integrazione , e cosi cam- 
minando via-via sino all’integrale finito. Con tali viste 
la ricerca dell’integrale finito delle equazioni di ordine 
superiore non si riduce a dipendere che dalle esposte 
risorse per quelle di primo oidme ; e l’integrazione com- 
pleta di una di quelle equazioni albraccerà un numero 
tanto più grande di ripetite integrazioni quanto più alto 
ne è l’ordine. Quindi chiaro si vede che l’integrazione 
di cui si tratta deve riuscire nel fatto analitico più dif- 
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Beile e laboriosa di quella donJe veniamo, sì per la mol» 
tiplicità delle integrazioni , come per la complicazione 
de’ calcoli che deve necessariamente risultarne. Questa 
non picciole difficoltà che si accrescono non solo in ra- 
gione dell’ordine dell’equazione, ma ancora dei maggior 
numero delle sue variabili che ne rende vieppiù compii» 
cate le integrazioni confluenti, sono quelle per cui nel» 
l’attuale periodo della scienza non si hanno delle cono» 
scenze positive in riguardo alle equazioui in questione a 
più variabili indipendenti, e pochissime .se ne hanno per 
quelle ad una sola ; desse sono quelle per cui sulle stesse 
equazioni ad una sola variabile indipendente le teorie ge- 
nerali non si limitano che ad una semplicissima classe di 
equazioni conosciute in analisi sotto il nome di equazioni 
lineari , e per cui fuori di questa classe non si è dato 
dal secondo ordine in poi alcun passo che meriti atten- 
zione : desse quelle per cui nello stesso secondo ordine 
la povertà dell’analisi è sì grande che di rado riesce di 
ottenere co’metodi conosciuti l' integrale di un’equazione 
che l’esercizio o la risoluzione di un qualche problema 
di analisi applicate potrebbe presentare ; desse quelle in 
somma p -r cui ordiuariamente l’analista altra risorsa non 
trova che di ricorrere alle approssimazioni. Quiudi noi 
non entreremo a parlare delle equazioni a più variabili 
indipendenti , delle quali non potremmo darne al più che 
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ì crìter) d* integratili tà , spettanti allo possibilità piuttosto 
che al fatto dell* integrazione , c per cui potrà aversi ri- 
corso al calcolo integrale di Condorcet . Restringendoci 
dunque alle sole equazioni Linovariabiii esporremo con 
viste sempre proprie, e tendenti sempre a mettere la 
scienza sotto un aspetto pii» semplice preciso e filosofi- 
co, il metodo per integrarne le lineari di tutti gli ordini : 
e passando sotto silenzio ciocche di pochissimo memento 
potrebbe dirsi dal terzo ordine in poi , ci limiteremo al 
secondo, e vi daremo in breve notizia delle principali e 
più utili risorse che in esso attualmente si hanno. 

97. Dietro a questo volante quadro dell’attuale sapere 
In analisi sull’argomento di cui si tratta , entriamo in ma- 
teria ; veniamo all’esposizione analitica dell’assunto; ed 
incominciamo dalla considerazione delle equazioni lineari. 

Si dice equazione lineare di un certo ordine n l’e- 
quazione 

^>+-0'+^ • • •/V (r ~° + * * •A^^ssX 


in cui y rappresenta la variabile dipendente, y^ i suoi 

coefficienti differenziali sino all’ordine n , ed X colle 
(n*i— 1) 

A delle funzioni di x. 

Il metodo che Sfguireroo per integrare questa classe 
di equazioni si riduce in generale al seguente sistema di 
operazioni analitiche. 
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1° Si supponga jr ~vjiàx % in cui tfsrFx, fsùo 
funzioni arbitrane . 

a« Si differenzii questo valore di jr e se ne formino y 
coefficienti differenziali jrC'O. 

5° Si sostituiscano l’uno e gli altri nell’equazione da* 
ta , e cosi averne una trasformata in f e t. 

4° Si determinino queste due funzioni sottomettendo 
la trasformala ad una certa condizione , di cui ne è sem- 
pre in nostro arbitrio la scelta . 

5° Si miri in siffatta scelta il bisogno in cui si à di di- 
videre in due equazioni la trasformata , l’una per servire 
alla determinazione di ir, e l’altra di f. 

6° Si faccia a tale oggetto il primo termine di essa =o, 
il quale non contenendo la f ebe nel solo suo fattore 
/fdx darà così in se stesso un’equazione in r, e nel 
restante un’altra in ed f. 

j° Si risolva la prima, se ne determini «r , e si sosti- 
tuisca nella seconda , la quale sarà ridotta così ad nna 
equazione in f* lineare come la data, ad essa simile e di 
un ordine immediatamente inferiore. 

8° Si risolva, cioà si integri questa equazione, e se 
ne determini il valore di f da cui dipende quello di y\ 
epperò 1* integrazione proposta ridotta così a dipendere 
dalia sua integrazione, l’ha fatto dire equazione ridona , 
nel mentre che la prima dando la determinazione di «r, 
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, ed ausdiando per così dire siffatta integrazione potrà dirsi 
• equazione ausiliaria . 

‘ 9° Si ripeta sopra la ridotta trovata 1 * istessa opera- 

zione, e così si venga ad una seconda ridotta simile alla 
prima, di due ordini alla data inferiore e dipendente da 
una ausiliaria simile alla precedente. 

io 0 Finalmente si passi colla ripetizione dell’operazione 
medesima di ridotta in ridotta ; e per una proprietà spe- 
ciale fra la prima e le ausiliarie susseguenti si arriverà 
coll’ajuto della risoluzione solamente della prima ad una ri- 
dotta di ordine zero, e per essa all’ integrale finito cercato. 

98. Dopo questa idea generale del metodo in que- 
stione più facile ne riuscirà l’esposizione analitica. In 
effetto supposte 

jàsirfiAs sarà 
j'=</fdx+irf 
J r,, =5r ,, y'fdx + a flr'f-J-tf f* 
^'»'=*'Vfdx+3*’ , f+3*'r+irf'' 


y") s= ^ynx + »^-Of... + T («-0 £ C- 1 ) 

i a 2 a e • i 

(n— i) 

+ ...irf 


(i rappresenta il numero determini principiando dal secondo) 
Quindi sostituendo corrispondentemente nell’equazione 
data ne avremo la trasformata che ordinata per f si pre- 
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tenta sotto l'aspetto seguente 

+ + + + 
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Quindi si avrà l’ausiliaria 

ji'«+J"* , + A tn « u +*"A <x' n ( — ) — o 

per ia determinazione di tt, e la ridotta dell’ordine n — i 

, \ c •> c , .( r *“ *) c (r— 2) («)(«— l) 

per la determinazione di fj ridotta di cui il coefficiente 
generale si ha rappresentalo dalla formola 

(r) (r^— i) n...(n — r4-a) ("**-»)(»— r-J-i) 

■«a. =A x+-rA 7T 4- -/f «r 

* «.a ... (r— i) 

Ripetendo sopra di questa ridotta l’istessa operazione, e 

facendo similmente di sopra 

f=‘B' 1 /T, d.r sarà 

f f( g dr*Mr 4 r, 

d-r-f-**^ fj 4-c i f' t 


(a— l) 4 («—a), . (n -1 ) ..<«—*') (n— *-i) /* — l) 


• 4-ìTj f ( 


(n— a) 
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ifOBtituendo nella ridotta trovala ne avremo la trasformati 
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dalla quale si avrà similmente di sopra l’ausiliaria 

H*i + ”’^ ff i ( =// a ) -o 
per la determinazione di <? 4 ; e la seconda ridotta dell or- 


dine n— a 

** /»» » 

• * * — 1 ^ L 

7 a k i 

per la determinazione di £, » di cui il coefficiente gene- 
rale si èr 


(»W» f »+'*a f t+^ f i +”*^ f - ==A 


( r— »)■ (r«-i) _ . (r) i , fn-nì .-C/i— r4-aì («— r+-l) 

< W, *■ 

Ripetendo sopra di queste ridotte la medesima opera- 
zione, cioè facendo 

f| =ir a f^\ a ^ 

formandone i coefficienti differenziali 

(n — 3) 

+••••*3 I a 

e sostituendo corrispondentemente se ne avrà una terza 
ausiliaria 

^*>+^^+^*1 '"'a (=s ^3 )-0 

per la deterraiuazione di *r a , ed una terza ridotta del- 
l’ordine di »— 3 

* «i* »# (r— 3) (r— 4) („.. 9 ) (/»— 3) 

<S)...^' 3 f a +/f 3 fVM 3 f a +-^3 f a = A 
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per la determinazione di f a , di cui U coefficiente gene- 
rale sarà 

<r— 3) fr— a) fr— Ó . . (r) „ 

*,+ * \ 

, <n — iV. (n — r-4-0 J n " m r+-i) 

+ ■•’ ; * ir, 

o) a a 

Cosi ripetendo 1* istessa operazione, cioè facendo 
f a /f 3 d* 

ne avremo la quarta ausiliaria 

J \*l +^3*3 + ^3 ,r 3 +,, ‘^3 ) =0 

.per la determinazione di , e la quarta ridotta 

+'?3 ^>--<- 4 rv-rr 4) - 

dell’ordine n — 4* simile come le precedenti alla propo- 
sta per la determioazione di , e di cui il .coefficiente 
generale ai è 

Continuando a ripetere di mano in mano sopra l’ultima 
ridotta che va trovandosi la medesima operazione, cioè 
^ripetendo l’una sopra l’altra le supposizioni 


{ i =*4 f F 4 d *»' f 4 = ff 5 /f 5 dx » * • * k-a /Ck-i ^ 

e passando da una ridotta all’altra immediata si arriverà 
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finalmente dopo n ripetizioni «ll’ausiliari* 

i n •— l n *-i ( =i ^n ) “ ° 

per la determinazione di » ed alla ridetta dell’or- 

dine zero cioè finito 

(n) . . . A' n f„ ~X 
che determinerà la funzione 



«"con essa soatittfèndo retrògradamente 

f„-L { n -2 “ ( > «* f >“/ 

ààr* ! peli’ integrale dell’equazione proposta 

Xdje 

jr — vf‘K l dxfr^ dx/v^ dx • • • /*„_ x — 

integrale che abbracciando n integrazioni epperò n co- 
stanti arbitrarie, sarà l’integrale completo cercato; e 
dipendendo dalle n quantità 

dipenderà" pefciò nel fatto dell’operazione dalle n equa- 
zioni ausiliario *# n =0. 

Or si consideri che queste n equazioni non sono che 
delle equazioni differenziali tutte simili alla proposta pel 
caso speciale di X s= o ; che incominciando dall’ordine n 
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scendono di ordine in ordine tino al primo j o che hanno 
per coefficienti delle funiioni de’coefficicnti della propo- 
sta . Quindi 1* integrale trovato enderebbe dipendente 
dall* integratione di queste n equazioni se fortunatamente 
una proprietà che esse godono fra di loro non ne ridur- 
rebbe le loro individuali soluzioni a quella soltanto della 
prima . Bisogna dunque per la piena conoscenza dell’espo- 
sto metodo d* integrazione dare a conoscere e dimostrare 
siffatta proprietà . 

gg. A tale oggetto si rifletta i*'che coesistendo ana* 
liticamente le due ausiliarie contigue A' x =o* A % s=o, 
è chiaro ciré coesisterà ancora analiticamente con esse 
l’equazione A l fc l dx4-^ a “O che ne è un prodotto 
analitico: 

a® che sostituendo in quest* ultima equazione per A^ t A % 

i loro valori (nura. preced.), e quindi quelli di 
« a 

A' t t A‘ l , A t , ec. 


che la sostituzione di quelli di A % v’ introduce , e che 
si hanno dalla forinola generale 


£ r ~ 0 


—A 9 +- ‘ 


essa si presenta , fatte le convenienti riduzioni , sotto 
l’aspetto 

A ,, Kfv l d x-\-A"{*ftt k àxy*-A‘ ll (iefc i d ** \«Jk k dar) ^ 


o 
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» 


in cui (ir/s^dx) rappresenta i coefficienti differen- 
ziali di Kf* l dx. 

"?• che ravvicinando questa equazione alla 








sei vede che l'una si cambia nell’altra mettendovi vf‘X i A jt 
'in luogo di ir; cioè l’equazione A { szo resta soddisfatta 
tanto da r quanto da irj* l dx; cioè supponendo che a 
sia un valore di «■ che soddisfaccia a questa equazione, 
sarà iry-*’, dxzztf/*^ dx un altro valore che la soddi- 
sfarà egualmente, il quale detto a\ darà 

A(a' : a) 


a dx epperò ir l ss 


dx 


il che c’ insegna che per mezzo di due valori a t a' di ir 
se ne pub avere sempre uno per ir, che dico b t senza ricor- 
rere alla risoluzione dell’equazione A % =o da cui dipende. 
4® che l’equazione À^sso è (num. prec.) rispetto alla 
A j =0, ciocché la A t =o è rispetto alla A % =o: ep- 
,però che fra le due ausiliarie contigue A a =o, A ^ =o 
si gode la medesima proprietà ; cioè detto b un secondo 
valore di «r t che soddisfa all’equazione A 2 =o, ed a" 

uu terzo valore di x che soddisfa alle A, =o. avremo 
• • * 

similmente di sopra 

d 'b' : b) 


* a = 


dx 
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Ma (5°) abbiamo 
d(a':<z) 

i= ^r~ 


, e perciò similmente b‘ ss 


d (a": a) 


dunque dicendo C questo valore di , e sostituendo 


avremo 


d(d(a ,, :a):d(a':r»)) 


Quindi senza la risoluzione dell’ equazione A^=o può 
aversi un valore di ir 3 — C che la soddisfaccia, mediante 
tre valori qualunque a , a‘, a" di * che soddisfanno alla 
x sto , che è quanto dire in linguaggio proprio, dati 
tre integrali particolari della prima ausiliaria se ne h^* 
uno della terza senza venire alla sua integrazione.. 

5° che applicando questa proprietà alle due ausiliario 
contigue A = o, /, so, e dicendo o'“ un quarto 
valore di e c ' un secondo di *- a avremo- 

d ( o ' : c) 

t . = 

** dar 


ovvero detto e questo valore , e sostituendo i valori (4°) di 

d (d (a* 1 : a) : d (a* : a) ) 
dar 
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/ a(a"':a) \ r A(a''ja) 

d Vd(a':a) J ,a Vd(«': a) 



dx 


cioè un valore di in funzione di quattro valori di ff, 
che è quanto, dati quattro integrali particolari della pri- 
ma ausiliari» ne sarà data oltre dL. quelli della seconda 
e della terza anche uno della quarta. 

finalmente continuando così pub conchiudersi in ge- 

i 

iterale che dati n integrali particolari della prima auei- 

liaria ne saranno conosciuti nell’atto stesso di quelli di 

tutte le ausiliarie susseguenti sino alla nsima A n =o; di' 
% ’ » 
cui non se ne conoscerà thè uno solamente. 

Quindi risulta da quanto si è dettò che con n inte- 
grali particolari della prima ausiliare A x sso, cioè con n 
Valori di tr che la soddisfanno , . si avrà la conoscenza 
di ■r i , -x % , . . * x n ^ , , epperò del trovato integra- 

le che ne dipende. Ma l’equazione A x sso non è che 
un’equazione dell’ennesimo ordine, e perciò il suo inte- 
grale completo abbraccerà n costanti arbitrarie : dunque 
conoscendo questo integrale potrà sempre aversi la di- 
visata conoscenza degli n integrali particolari, col farvi 
n — 1 a giro so le n costanti arbitrarie da esso conte- 
nute : epperò l’ integrale trovato dipendendo così da quello 
. integrale completo, ne avviene che l’integrazione della 
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proposta equazione lineare non va ausiliata nel fatto del* 
l’esposto metodo che dall’integrazione della sola A x -=o j 
e perciò è la sola fra le A n =o che snoie dirsi ausi - 
lìaria . Ma per disgraiia l’integrazione dell’equazione 
A ( =o presenta ordinariamente delle difficoltà insupe- 
rabili. Quindi senza arrestarci di vantaggio sulla consi- 
derazione dell’equazione proposta in generale, veniamo 
piuttosto ad applicare quanto si è detto al caso più sem- 


plice di essa, cioè a quello in cui le A' ^ non sono 
che delle quantità costanti. 

100. Per non lasciare sospesa ed indefinita l’ appli- 
cazione , e vedere insieme sino alla couchiusionc l’anda- 
mento del metodo, noi ci Gssiamo al caso dell’equazione 
di terzo ordine 


Ay+A'y+A^y+A^ysx 


Ravvicinando questa equazione alla generale (^7) avre- 
mo n=z 3 , epperò 


A t =A'*+A‘ , *‘+A ,, '* t ‘+A'' ,, * ,,, =o 


àx/ir À d xf *J, X - 


Per determinare questo valore di jr bisogna conoscere 

*, * t , k k , cioè (num. prrc. 4°) tre valori di che 

soddisfanno egualmente all’equazione ^=0. A tale 

oggetto si consideri che la funzione v non è (97*, i.°) 

52 
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che una funzione arbitraria , e perciò è in nostro aibi-. 
trio i! sottometterla a quella forma che più conviene a 
conseguire il line proposto. Noi dunque faremo * , =e mx i 
in quanto sostituito co* suoi coefficienti differenziali 

r', *" t ‘7C ,,, in A , =o 

dò l’equazione 

A , +A"m+A , "m 3 +A°"m 3 = 0 

spoglia di differenziali, epperò indipendente dall’opera- 
zione trascendente de\V integrazione, e che porge i cer- 
cati valori di ar nella maniera più semplice possibile, cioè 
mediante la soluzione di un'equazione di terzo grado. 
Dicendo dunque m, to', to" le tre radici di questa equa- 
zione avremo 

«=ze mx =ze m ' x =e m '' x 

•ppcrò (num. preced. 5°; 4°) 


d(e mx :e tnx ) . , » (m'—m)x 

dx 

_ d(d(e wl,J :e w,x ):dfe ,w,x :e w - r ) ) _ (to*_ 
a dx 


to ') 

m'—nT É 


Quindi per la piena conoscenza di y non rimane che la 
determinazione di A' ^ , la quale si effettua mediante le 
forinole generali del (num. 98 ). Infatti facendo n 3 
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ed r — 4 nelle forinole esprimenti i coefficienti 
3) (r— a) (r-i) 


avremo 

, II II III III 

A^zzA^v^, J 2 ^=J k v l% A k =.A x 

donde si raccoglie 

a\ '=zA u "xtc k = («**— /»•)(«"— m) A""e m "* 

epperò l’integrale cercato 

101. Per illustrare completamente questa dottrina 
proponiamoci l’integrazione dell’equazione lineare di terzo 
ordine 

ò^jr — •j% i AfAx' i +( 6 *^ — x a )dx^=o 
la quale ordinala secondo la generale proposta prende 
l’aspetto 

6*3^, — 7* a jr^y'^x * 
e paragonata con essa dà 

A>= 6 * 3 , 7 *\ A"'zzo, A""= sì , X=x % 

epperò l’ausiliar’a corrispondente 

6 »** «•— jx* r'+ir'"ss o 
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ovvero sostituendo il valore di *■ e de' suoi coofHcienti 
differenziali ir’, ir"' 

7* a m + 6c* =o 

che risoluta co’oietodi ordinar) darà le tre radici 
m = — 3 * , m'=: a», m" 

Onde l'integrale cercato sarà 

jr = e dx y e -« dx/r » e dx 

per la di cui piena conoscenza bisogna ancora effettuare 
le integrazioni indicate. 

Ricorrendo per questo oggetto al («uni. 19; * # ) avremo 
/**.-« ix=- (* » + ìl + -±-) + c 


So x ix/x" 1 e dx~ — — fc 


> . — ÌOX 


(*’ + ^ ’ 


9» 1 

CL* 


) +Cfe~**dx 


=^ 0 ’+^) 

a* x a» ' 


Ce 


— *x 


+ C‘ 


/e 5 *‘ r dxy* xx dx/x 2 e~* X dx 


= -i-/e 3 **dx ^ x a + — -f -2-) - -/e^dx+C/o^dx 
a* a >■ * ax 2 ' * 


a. 3* 3 ^ id**^ 5 * 
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, - _ c 

Quindi sostituendo in y , e mettendo C per — — — » 

a 4 * 

e C’ per , avremo per 1* integrale completo del- 

l’assunta equazione speciale 


y- 


? ^ 


(, x i + -^- + -i-L') +Ce**+C'e** x +C't 


3» 


a.ij*' ' — i8« a y 

ioa. In questa illustrazione le radici dell’ ausiliiria 
sono reali ed ineguali . Potrebbe darsi il caso in cui va 
ne fossero delle reali eguali o delle immaginarie . Nes- 
sun cambiamento soffrirebbe l’integrale trovato nel caso 
di radici eguali ; la sua espressione solamente ne riuscì- 
rebbe più semplice, come pub vedersi dell’integrale (ioo) 

J- Axfe {m "~ m ' )x dxJXe~- m ” x &x 

A 

che supponendo eguali le due radici /», nv diviene 
jrss e m *f d xfe' m * dxfXe~ m " x dx 


Non è così però nel caso in cui avvene delle immagina- 
rie; nel quale bisogna operare delle trasformazioni proprie 
onde ottenerne l’integrale sotto forma reale. Questa cir- 
costanza ci porta ad un secondo esempio, che noi pren- 
diamo nell’equazione di secondo ordine 

la quale nei caso speciale di A” zzo diviene quella del 


— 3 «» 
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tanto furioso problema de’ tre corpi , uno de’ principali 
d* ila Fisica celeste, e in cui le radici dell’ausiliaria so* 
no immaginarie . 

io 3 . Ravvicinando dunque l'assunta equazione alla 
generale (^7) avremo 



epperò i’ausiliaria 

^V+^’V+*” = o 

ovvero mettendo come sopra (100) per x e suoi coeffi- 
cienti diQerenziali ir’, ir” i loro valori avremo 

A' + A”m-\-m Q — o 

la quale risoluta per m dà le due radici 

, t 

radici che nel caso di A** <t\A y risultano immagina- 
rie: considerando dunque questo caso facciamo 

ed avremo 

m -p—qY—l , n»’ ssp+^y'— 1 
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epperò (100) 

«=«"*=>-* V ->, » 1= (™'- ra )a (m ’- m) " = -. 7V '-. 
E quindi (98) 

•r =«•/<•. txf~ 

A a 


ìx/^±L 

ovvero determinando (g8) /f’ a , cioè facendo n era, rs» 
nella formola di \ \ avremo . . 

A\ s y » SU’»**, st a 9 V-* e ^+9 V-*)* 
epperò per I* integrale dell’equazione proposta 

r = , 0 -? v- < ixfx -[ P + q V-> )x Jx 


Questo integrale sotto aspetto immaginario si riduce fa- 
cilmente sotto espressione reale. II metodo in questo 
caso si è di ridurre l’integrale doppio in integrali sem- 
plici mediante la formola del num. (ig, a°), e quindi 
(T. pr. a 5 ) trasformare le esponenziali immaginarie in 
seni e coseni di archi reali. In effetto supponiamo 

fXe—tP+lV'-'ÌXdxszU, epperò Ae~CP+? V— 0* ; 
ed avremo 




U‘ 

\ 

* 1 
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V-0* dx rr/Cfe 3 ’* V'- 1 d; 
t= ( 1 9 ; a 0 ;^ 89 *^ - ' dx— /U‘dxfe^ JeV f’ 1 dx 




dx^) 


= — ^ — - ( e 2qx ^ ~ ì fXe~'l , ' i '1^ "' 1 J jr dx-/Xe~0»~ , ?V'-«>d x ^ 

epperò sostituendo avremo l’espressione cercata in tate- 
tegrali semplici di 

— 1 f V' ~ l ) x jXe V -.0* dx 

J zq\ — 1 

^ e (P -9 V-O-yy, -0 -9 V -0* dr 


5= — i- — "" y^ c -C D ^ ( ?V' -I>dx 

a 9V — 1 \ 

- e *“9* V -‘/Xe "9 V - 0 * dx 1 

(e^-'fXe-re-^-'óx' 


uq yf —1 ^ 


,P* 




Ma sappiamo (T. pr. a5) che 

e ±'7V 1 cos qx+Y — iseo^r 

Dunque sostituendo avremo dopo le convenienti ridurioni 
l’espressione reale cercata di 

^sen qx/i cos qx. Xe dx — cos qxfsen qx ,Xe dx^ 
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espressione in cui fatto A n =o epperò prò 
e — y^’sr — <1 ne avremo l'integrale sotto for- 
ma reale 

y == ~ ^ sen ax/cos a x . AT dar— cos «x/se b ax . AT dx } 

nel caso speciale sopraindicato del problema de’ tre corpi. 

104. Veniamo al secondo oggetto, all’esposizione dico 
delle principali risorse conosciute per l’integrazione delle 
equazioni binovariabili del secondo ordine in generale. 

Sia (T. pr. 36 ) f (*, y t y\ y" ) = o un'equazione 
qualunque di secondo ordine, la quale dicendo A, B due 
funzioni di or, y , dar, dy t potrà prendersi a piacere sotto 
l’espressione 

ovvero 

Ad y+B dx 2 =0 

Attenendoci a quest'ultima forma e supponendo d y=z f 
essa prenderà l’aspetto 

A dz+B dx=o 

di un’equazione di primo ordine fra le variabili z, x. Or 
l’equazione proposta potrà essere esatta o inesatta : se 
sarà esatta, di cui potrà sempre assicurarsi mediante le 
note condizioni di integrabilità che noi a cagion di bre- 
vità non tratteremo che nelle aggiunte alla fine della 
lezioni , allora 1’ equazione si integrerà col medodo del 
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numero (54)* Quindi poi sane* arrenarci io della»!! ge- 
nerali, mostreremo eoo un esempio come easo vi si ap- 
plica, prendendo a tale oggetto l’equatione esatta 

dtfs(x a dx+*/df)d a j'+5xd/*dx* + d/’dx+ydx 3 so 
d r 

incoi fatto - — ss, diviene 
dx 

(x* + a/2)d*-|-(5xz«f s 3 +/)dx=o 
Quindi avremo 

^=x’ +3 yz t Eszozz-^z 3 -\y 
epperò (num.cit.) 

UszfAàz+C=zf(x' 1 +yz) dz+C=x* z+yz 3 V +C 

Per la determinazione di C si rifletta che essa pub es- 
sere una funzione di x ed yi quindi (3o;a*) avremo 

dc=sd r _(-^)<ir-(^)dx 

s (3x2+* 3 +y)dx — x * dj'— axa dx 

djr 

epperò mettendo il valore di ss ; riducendo , ad 

* dx 

integrando, avremo Csx/+C, e per conseguenza la 
equazione 

Ussx 9 z-jrjrz* +x/+C'=o 
di primo ordine e di secondo grado per l’ integrale pri- 
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mo dell’ cqnazione proposta; integrale clic trattato col 
metodo (79) ci porta all’ integrala finito cercato della 
medesima . 

io 5 . Sa l’equazione proposta f (x,y, y\ non 
soddisfarà a* criter j di integrabilità , cioè sarà inesatta , 
allora bisogna procurare di renderla esatta per quindi 
trattarla come sopra . In due casi però ci si offra la fa- 
cile maniera di abbassarla al primo ordine senza il bi- 
sogno di questa riduzione: l’uno quando nella sua com- 
posizione manca x ovvero y\ l’altro quando è omoge- 
nea. Pria di parlare dunque di quella riduzione diamo 
brevemente a conoscerne l’integrazione in questi due casi. 

Se nella composizione dell’equazione mancherà jr, al- 
lora essa saia f(x,y\ y" ) =0, ovvero =0: 

epperò supposto si avrà a'-ff (x, *) = 0 ; cioè 

per essere z' = (dz : dai), e supposto f (x, z) — N, si avrà 
l’equazione 

dj+iVdx sro 

tra le variabili or, z sotto l’ aspetto di un’equazione di 
primo ordine, epperò integrabile co* metodi conosciuti. 

Se mancherebbe ar in luogo di y nella composizione 
dell’equazione, cioè se sarebbe f(y,y\ y") = o, allora 
si ridurrebbe al primo caso , cioè si ridurrebbe al caso 
in coi manca la variabile dipendente, e si tratterebbe 
come sopra ; riduzione che può adoperarsi senza alterar* 
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il risaltato dell’integrazione, cioè l’integrale che si cer- 
ca, poiché sappiamo (T. pr. pag. sa) che è tatto arbitra- 
rio per quanto riguarda l’analisi pura in un’equazione 
multovariabile il prendere per dipendente qualunque delle 
variabili , e perciò un’equazione differenziale può ridursi 
dall’ipotesi di y variabile dipendente a quella che velo 
sia x senza alterarne l’integrale; riduzione che si effet- 
tua prontamente riflettendo che nel caso in cui x e non y 
i sia la variabile dipendente si ba 

, cioè d.r szdy y'y sr x'dy 
e perciò y\ y" divengono 

.. jy y fr _ » 

\ dr J x'dy < r l 



valori che sostituiti nell’equazione la danno sotto un’espres- 
sione in y, x u libera come sopra della variabile 
dipendente . 

Diamone un esempio, e prendiamo l’equazione 

a 

X d y — dx dy — dx * ss o 

in cui X è una funzione di x t epp ero mancante della 
yariabile dipendente y. 
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Quindi avremo l’equazione 
(z + i)djr 


da- 


to 


ovvero 


ds 

*+* 


dx 

X 


equazione separata fra le variabili jc,*: onde integran- 
do (36) avremo 


r dar 

1 ~Ce X . 


f 


dar 


ovvero d \/tzCe x dx — dx 


epperò integrando nuovamente, avremo per l’integrale 
finite della proposta 


sii 

jr—Cfe ^dx+x+C' — * 


Non ci arrestiamo ad illustrare il caso in cui nell’equa* 
zione manca la variabile indipendente , perchè niuna dif- 
ficoltà può presentare . Parliamo piuttosto delle equa- 
zioni omogenee. 

107. Un’equazione omogenea del secondo ordine si 
riduce all’integrazione delle equazioni di primo ordine, 
riducendola all’espressione in coefficienti differenziali , e 
quindi supponendovi ynux t Infatti per vedere l’aoda- 
mento del metodo sia supposta data V equazione di tre 
dimensioni 
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x a d’j'— — ayrix " 1 =o 

ovvero 

* V M— - t/'— « y=° 

Fatto yz=ux t l’avremo trasformata Della 

x a y"—arj' — aux zzxy''—y ‘ — au =o 
ovvero per essere 


dj '' C- 
xy =x dTl- 




") 


(y»-a)dy* 


Sx J J d u 

nell’aquazione di primo ordine fra le variabili y * ed u 
y'dy*— («dj''+y*du) — nuda ss o 
che integrata dà 


donde 


y* — aaj*— «a +Cso 

y»_a=V(C+(i+a)a a ) 
arda 


ovvero per essere y * — ass 
dar 


dx 

da 


* V(C+(i+a)a a ) 

Integrando nuovamente questa equazione si avrà l’inte- 
grale fluito della proposta 

] x== r Su — fi5) » i 0 VY » 4-a)+- Y ( C4-( » »t-o 

J v^) c> 
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c . x v (• +") su y(i +a) + V(C+(I +a) « * 

io 3 . Ls equazioni omogenee zi trattano con un me- 
todo simile quando l'omogeneità si ristringe ad y e suo 
differenziale solamente, qualunque siano le dimensioni 
con cui ti entra x, come Dell'equazione 

yd* y— dy a — Ay dxdy = o 

ovvero 

yy*'— y**— *yy # ==® 

in cui X è funzione di x. 

• f 

Si faccia in questo caso y'ss«y, epperò 

Umm __ u dy -fy d u 
^ dar dx 

Quindi sostituendo e riducendo ne avremo 

d u sr Xu dx , epperò u zzCg 


che colla sostituzione del valore di u diviene 

-a /«* a» 

y y 

e che integrando di nuovo dà 
„ „ fX dx 

ys :C'e C / e dx 

109. Passiamo ora a fare un cenno delle equazioni 
inesatte, cioè della maniera di renderle esatte. 


Digitized by Google 



)(a 6 o)( 

II fattore Integrante è come nelle equazioni di primo 
ordine l' istrumento generale onde la proposta riduzione 
si effettua . Questo fattore esiste in tutti i casi . E que- 
sta generale esistenza non si dimostra che in una ma- 
niera dell' intatto identica all’esposta (47) per dette equa- 
zioni, essendo generale per. tutti gli ordini. Infatti ap- 
plicando il ragionamento ivi tenuto all’equazione 

dicendone $ il fattore corrispondente, ed U l’integrale, 
troveremo $ := f* . U\ come col ragionamento tenuto al 
numero ( 54 ) troveremo 4 > =f' . Z 7 xFI 7 per la forinola 
generale degli infiniti fattori integranti di cui è capace . 

Ma per venire all’integrazione di un’equazione non 
basta il sapere che esiste un fattore capace di renderla 
esatta, epperò immediatamente integrabile (io4) ; biso- 
gna ancora averne la conoscenza . Ecco una ricerca che 
presenta difficoltà maggiori di quelle indicate (48) per 
le equazioni di primo ordiue . Con un calcolo istituito 
sulle medesime vedute (4®) si arriva a vedere che una tale 
conoscenza va a dipendere da due equazioni a differen- 
ziali parziali di secondo ordine, le difficoltà delta di cui 
integrazione nello stato presente dell’ analisi sono quasi 
sempre insuperabili . Noi dunque non scendiamo io questi 
ed altri simili dettagli sul fattore integrante , aridi c di 
nessuna utilità . E lasciando a chi vorrà esercitarsi ia 
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questi calcoli di ricorrere al Calcolo integrale dell’ Eu- 
lero, o più in ristretto alla Matematica Sublime del Cav. 
Brunacci (T. 3. §. in e sego.)» veniamo piuttosto all’u* 
nica risorsa utile per la pratica dell’ integrazione per ap- 
prossimazione . 

no. L’integrazione per approssimazione dello equa- 
zioni di secondo ordine non è che un’applicazione spe- 
ciale del metodo esposto ed applicato alle equazioni di 
primo ordine (58 e sega.). Per vederne dunque l’anda- 
mento nel presente caso noi assumiamo l’equazione 

d* jr+ax^jr dx 3 sso 

trattata dall’ Eulero (Op. cit. T. 2. Sez. 1. Cap. 7.), e 
dietro a lui da tutti i moderni» 

Sia perciò (58) 

j=C+C t x m + C ì x m ^ l +* • • C H *»•*-»-» 

la serie figuratrice il valore di y che soddisfa all’assunta 

equazione; cioè nel linguaggio proprio, ne sia l’ integrala 

in serie: si tratta di determinare i coefficienti C n sotto 

1* ipotesi della sua conoscenza . Noi non ci arrestiamo 

sulla maniera (5y) onde questa determinazione si effettua 

mediante la ripeti ta differenziazione. Quanto se ne disse 

(num, cit.) ha regolarmente luogo nel caso presente colla 

6ola differenza ohe l’equazione data non determina i coef- 

- 34 
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Ccifnlì che dsl terzo in poi; epperò oltre del primo la- 
scia ancora indeterminato il secondo, per cui la serie 
abbraccerà due costanti arbitrarie come conviene per es- 
sere integrale completo. Venendo dunque alla seconda 
maniera ( 6 1 ), noi nella considerazione della serie di y 
omettiamo la costante isolata C, mentre nel caso di cui 
si tratta deve abbracciarne due e Don una , le quali po- 
tranno aggiungervi alla fine del calcolo giusta le note 
regole , se non compariranno col processo della determi- 
nazione de’codficicnli . Prendiamo inoltre detta serie sotto 
un aspetto più generale, e supponiamo 

y=Cx m + C i x m ^+C t x m ’ i ~ 20: + • • • C n x” 1 ^ 

Differenziando due volte di seguito avremo 

z=m(m~ i)Cx m '~ ì +(/»+») {m+®—i)C L 

dx* 

(m+n®— i)C„ x m+ * na3 “* a 

Sostituendolo unitamente ad y nell’equazione data, ed or- 
dinando alle potenze ascendenti di x, avremo l’equazione 

pi(ei— i )Cx m ~' 2 -j- • • • » 

^m-2 ) • > =o 

\ 4-aCx*+- J 4-... 

dalla quale ne avremo la proposta determinazione delle C„ . 
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In effetto ti ridetta che qualunque valore daremo ad ® 
il primo termine entro la parentesi giammai potrà asso- 
ciarsi ad alcuno degli altri , e perciò forma un termine 
isolato, e che si annulla da se : riguardo agli altri la piò 
leggiera ispezione del loro andamento basta a mostrarci 
che assumendo ce: r»+i, essi divengono corrisponden- 
temente simili come stanno scritti j eppctò ne avremo 
in generale le equazioni 
m (m — i)C=o 

(m+n* + an)(ra + — i)C„ i = ° 


Alla prima si può soddisfare in tre diverse maniere, cioè 
con m — o , con m — i — o , e con C — o . Con C = o ai 
hanno dalla seconda tutti i coefficienti C n so , epperò 
^•=0, e ninna soluzione pex la proposta. Con r»z=o 
si avranno in generale gli 

_ «C n ~\ 

Cn ~~ n(«+a)(n(#+i)^i) 


epperò facendo successivamente n si ssasro =: ec. , so- 
stituendo in y si avrà per la proposta la funzione 


r=c(t 


ax 


#+•2 






5) 


i, finalmente con m— teso, cioè con m=t, si avranno gli 

1 


C„=s- 


n(* + ») (« (* + *)+ *^ 
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cppcrò facendo come sopra n =i srat=3 sec. , e sosti- 
tuendo si avrà per !a proposta una seconda soluzione 


C 


r ai* 4 " 3 
V. . (#4-3) (*+-a) 


Iti 


n nf*4-»)4-l 

a x 

i.a..n(#4-5) (*4-a; n (a#4-3)...(n#-t-2n+-i) 


) 


il segno superiore essendo per n pari e l’ inferiore per n 
impari , ciascuna di queste soluzioni non abbraccia che 
una sola arbitraria C , epperò non esibisce un integrale 
completo che debbe abbracciarne due, ma un integrale 
particolare. Quindi marcando con Fx, Fj x le due serie 
entro le parentesi; e con C, C* le rispettive arbitrarie, 
sappiamo che l’equazione proposta viene soddisfatta egual 
ruente dalle due equazioni j'-szCFx, y—C'F l x . Ma 
l’esistenza di queste due equazioni per essere C, C* due 
indeterminate indipendenti l’ una dall’altra, suppone la 
preesistenza della y srCFx+C* F t x; cioè questa equa- 
zione coesiste sempre con esse: dunque la proposta es- 
sendo soddisfatta da quelle lo sarà ancora da queste, che 
abbracciando due arbitrarie ne sarà l’integrale completo 
cercato . 

111. Vi sono de’casi di valori particolari di • in cui 
il trovato integrale acquista una forma indeterminata , 
abbracciando in ambedue le serie componenti o in una 
sola di esse de’ termini ss 00 . Il primo caso è quello di 
*»| cioè dell’equazione d^y+ax a /dx a =0 : in 
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questo caso iVcui l’espressione generale dell'integrale 
non riesce di alcun uso, se ue arri facilmente l'integrale 
applicandovi in particolare l' istesso metodo • 11 secondo 

% Il a • 1 1 i l a # _ 

caso è quello di »;=+ ; — , in cui i è un numera 

intero, ed il segno superiore corrisponde a' valori che ren* 
dono indeterminata la prima serie, e 1* inferiore a quelli 
che ne rendono tale la seconda: in questo caso si avrà y 
dato per uua delle due serie, cioè sarà un integrale par- 
ticolare della proposta , e se ne avrà l’ integrale completo 
cercando per mezzo di esso l’altro integrale particolare 
che deve comporlo. In effetto sia jrszC FxzzF la se-* 
rie che non risulta indeterminala , cioè l' integrale parti- 
colare conosciuto della proposta, e si supponga che sia 
y = F(£r) s=Ff quello cercato: sostituendo nell’equazione 
proposta avremo l’equazione 

Ff'+ a F , f , +fF”+ <w; *F=a 
la quale si riduce alla 

• FF’+aF’f'pro - 

ovvero 

df* __ __ adF _ adr 

V ~ P " ~Y~ • 

a , , 

in quanto i due ultimi termini presi insieme non- sono 
per essere ancora ^srF, che la stessa equazione propo* 
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sia, e perciò s=o. Quindi integrando «Tremo 

C» 

r= — 

epperò 

df=.£^, .a r=c'/^=c’/^^ 

• per conseguenza l’ integrale particolare cercato 

dx 
Fx* 

ed il completo 

j=CYx(t+Cfh-') 

V Fx*' 

112. Percorsa in tutti i suoi oggetti la teorica dcU 
l’integrazione delle equazioni differenziali ordinarie , pas- 
siamo a parlare di quella delle equazioni differenziali par- 
ziali . Noi seguendo l’ istesso metodo di sopra tenuto par- 
leremo prima delle equazioni di primo ordine, e quindi 
di quelle degli ordini superiori . 

Tenendo sempre dietro al punto di vista che un’ope- 
razione qualunque si deve riguardare come eseguita al- 
lorché si è ridotta ad un’altra di ordine inferiore , l’ana- 
lisi considera un’equazione differenziale parziale come in- 
tegrata quando è stata ridotta all’ integrazione delle dif- 
ferenziali ordinarie: e perciò il metodo per l’integrazione 


jr=CCTxf- 
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di cui dobbiamo trattare non si ridace che a siffatta ri- 
duzione, riduzione che giusta le vedute lagrangiane non 
consiste in costanza che ne! combinare l’equazione diffe- 
renziale parziale data colla sua corrispondente totale, e 
nel partire l’equazione differenziale che ne risulta in un 
certo sistema di equazioni differenziali binovariabili , le 
quali integrate e combinate fra loro portano ad un’equa- 
zione finita rappresentante l’integrale cercato « Pervenire 
al fatto analitico di queste operazioni che noi abbiamo 
richiamato dalla pag. io3 della mia Introduzione allo 
studio della Matematica Sublime , incominciamo dalle 
equazioni a tre variabili che ne sono le pi il semplici , ed 
assumiamo (T. pr. 5g) la formola 

ovvero 

f d r \ , B f A r \ C 

\dz J A V dz ) A 

che le rappresenta in generale, ed in cui y è supposta la 
variabile dipendente, ed A % B, C delle funzioni di x,jr t 
i>3. Sappiamo (num.cit.) che un’equazione ternova- 
riabile f (•*, z) rr o ha 

AxV x -H/Py +d 2 r a so 

per sua differenziale totale, la quale eliminandone f' x , t' f 
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per meno delle sue differenziali parziali esatte (num, cit.) 







=o 



mettersi 60 lto la forma 


die per essere x } z indipendenti fra loro , eppcro 1 una 
rappresentabile con una funzione indeterminata dell’altra » 
cioè polendo supporsi 

dz 
dx 



s s j c 


perciò dssr^'xdx — ^ 




può mettersi sotto l’espressione : 

d,r _d* d r 

dx dx 

Or se ravviciniamo questa equazione alla proposta , si veda 
a colpo d’occhio che fatta 


(£)+(■£■) 


B _ cU C àjr 

A dx ’ A dx 


cioè a dire 

A da— 25 dx so , A Ay—C dx=o 

l’una si trasforma nell’altra. Quindi liquazione f(x,/,z)=ao 
rappresenterà l’integrale della proposta quando con essa 
avranno ancora luogo quelle due equazioni ; che è quanto 
<Jire , l’ integrale cercato della proposta equazione differea- 
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siale paratale pub sempre rappresentarsi eoi sistema delle 
tre equazioni 

2) ss o , Jùz — Sdorerò, A dj— - Cóx := o 
Integrando co’noti metodi le due ultime, e combinandone 
gl’ integrali colla prima si potrà sempre arrivare ad una 
equazione unica per rappresentare P integrale cercato. In 
effetto siano 

F(x,/,z,C')=zo, F, (x, jr % z, C")=o 

i due divisati integrali, in cni C\C" rappresentano le 
due costanti arbitrarie; se ne tirino i valori di due delle 
variabili, per esempio /, z in funzione di x, C', C"; e 
sostituendoli nella f(x,^, s) =0 sene avrà per rappre- 
sentare quell’integrale l’equazione 

f(x, C', C") sro 

ovvero l’equazione f(C’, C’Jsso semplicemente, poiché 
per essere < 7 \ C" costanti, ed f(x, C\ C u )=(T.pr. 3 o; a 0 ) 
dj. f-f-d c ,f+d CJ# f=sd x fsso si ha f x =0, cioè la parte 
di f dipendente da x nulla da per se. 

114. Questa equazione dimostra che una delle costanti 
C\ C" è funzione dell’altra; o per meglio dire rappre- 
senta implicitamente l’equazione C"=$C*, la quale sarà 
indeterminata , in quanto la scomposizione f della fun- 
zione f(jr, z)=o non è stata introdotta nel calcolo 
che indeterminatamente, cioè completterà la funzione ar- 
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bitraria $, epperò (T. pr. 4°1 a# ) rappresenterà l’inte- 
grale completo dell’equazione proposta . Nulla pronuncia 
l’analisi riguardo alla determinazione di questa funzione, 
per cui il problema dell’integrazione delle equazioni dif, 
ferenziali parziali considerato dalla banda della pura ana- 
lisi, non è capace che di una soluzione affatto indeter- 
minata ; cioè capace di tante soluzioni diverge quanto le 

* • 

possibili forme di cui è suscettibile Quindi l’integrale 
di un’equazione differenziale parziale è rispetto alla sua 
funzione arbitraria in un caso affatto simile a quello delie 
equazioni differenziali ordinarie rispetto alla loro costante 
arbitraria ; e i’una non si determina che similmente delle 
altre ricorrendo alle condizioni date altronde dalla que- 
stione , la quale essendo del genere delle determinate 
giammai ne mancherà , solo mancandone come avviene 
sovente, quando è di natura indeterminata. Infatti l’in- 
dole particolare del soggetto fisico o geometrico su di cui 
si versa la questione, è sempre tale nel primo caso che 
sottomette le condizioni generali esibenti l’equazione diffe- 
renziale parziale integrata a delle altre condizioni, le quali 
tradotte in linguaggio algebrico esibiscono altre due equa- 
zioni finite $ (jt. 2 ) “ o , 4> t (x,/, z) = 0 che porta- 
no a quella determinazione, e fissano così per quel tale 
soggetto le proprietà generali rilevate coll’integrazione; 
laddove nel secondo caso le dette condizioni generali non 
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venendo sottoposte ad alcuna altra condizione fa che sif- 
fatta determinazione non si venga ad effettuare, e cito 
quelle proprietà restino generali : ecco intanto la maniera 
onde nel primo caso si opera la divisata determinazione 
di 9. Tirando (num.prec.) i valori di C\ C" in funzione 
di x t y y z, si supponga C'=«, e quindi combinandolo 
coHe due equazioni 4 >s=o , «I», =so, se ne deducono i 
valori di oc^y^z in funzione di u : si sostituiscano questi 
valori in C'\ e se ne avrà C's 1 l> a u, per cui l’integrale 
trovato C " diviene <& a zz = 9/z, cioè 't, C'= 9C 1 
che dà la composizione cercata della funzione arbitraria 
9 = Vedremo con maggiore chiarezza queste ope- 
razioni qui soltanto indicate, allorché dopo aver parlalo 
delle equazioni a più di tre variabili verremo all’ esem- 
plificazione dell’esposta dottrina . 

Ii 5 . Con maniere afTalto simili si opera l’ integraziono 
delle equazioni a più di tre variabili. Per non dilungarci 
senza bisogno noi tralasciamo di ripetervi gli stessi ragiona- 
menti che vi si applicano per così dire alla lettera, e che 
portano a de’risultati dell’ intutto simmetrici : solo ci fac- 
ciamo a soggiungere però che ragionando come sopra i° si 
troverà che un’equazione differentiale parziale di quattro 
variabili x , /, s, u rappresentata in generale dalla foratola 
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lia per integrale la funzione i)H)so dipendente 

dall’ integrazione delle tre equazioni binovariabili 
dz — A dx 5: o, da — B dx o, dj— Cdxcro 

la quale essendo C\ C'\ le tre costanti arbitrarie 
introdotte nel calcolo da siffatta integrazione, si riduce 
all’espressione C'"=s$(C\ C“); espressione che abbrac- 
ciando una funzione arbitraria delle due quantità C\ C , 
che come si vede al fatto della loro origine (num.prec.) 
possono tener luogo di due funzioni determinate dalle 
'variabili , ne rappresenta in forza di un processo simile 
a quello (T. pr. 40; »° ) l’integrale completo. 

a 0 Si troverà in generale che un’ equazione differen- 
ziale parziale di n variabili 

avrà per integrale la funzione f(<, u i x t jr ì dipen- 

dente dall’integrazione delle n — 1 equazioni binovariabili 

dz— ^dx=o, da— Bdx=o t d£— Cdjrsso, ...d/— Tdxss» 
le quali introducendo le n — 1 costanti arbitrarie 
C\ C'\ C"\ ec. 
la riducano all’espressione 

c (n “°= <P (c», C\ C ' •>, . . . c (n " a) ) 

che abbracciando una funzione arbitraria di n*s fu a* 


Digitized by Google 



X*73)( 

zioui determinate come sopra delle variabili) ne rappre- 
senta similmente di sopra per un’applicazione del processo 
richiamato al caso di cui si tratta, l’integrale completo « 
Veniamo ora all’esemplificazione promessa, e limitia- 
moci ad esemplificare solamente le equazioni di tre e di 
quattro variabili , 

116. Per primo esempio noi prendiamo l’ equazione 
ternovariabile 

K£) + Kìr )-"- r=4 

che ravvicinata alla generale corrispondente a questo co- 
so (»i 3 ) dà 

A ~ax , B ~bz> Czzmjr 

Quindi le due equazioni Linovariabili 

A dz—B dx so, A d y— C dx ss o 

divengono per questo caso speciale 

, , - dz A dx 

ax dt — bz dx ss o s — — — - 

z ax 

, . m dx 

ax djr-my dr=o = - — 

le quali integrate danno 

U — 1 x b:a =C\ lf—\x m:a =C•' 

epperò 

»^C'x b:a ì y^C"x m:a 
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e finalmente sostituendo nell’ integrale completo C"=^C* 
si avrà 

« Z 

jr zzX a (zx a ) 

per quello dell’ equazione proposta. 

La determinazione di 9 abbiamo detto (a 1 4 ) che non 
sì effettua se non ricorrendo alle condizioni date altronde 
dal problema. Supponiamo dunque che l’indole parti- 
colare del soggetto su cui si versa , oltre delle condizioni 
conducenti all’equazione proposta ne din delle altre tali 
ebe portino alle due equazioni finite 

bki -f- a hmxjr = o , mjr -f kax z=. o 
ovvero ebe è Pistcsso 


bz — a * hx a =0 , mjr-j-nkr ~ o 

Combinandole giusta il numero citato colla trovata 

b 

C'(=«) —ZX~~ a 

ne avremo le determinazioni in u di 


\ 


bu \™~ b ah f bu V a “* a%h f *'* V a 

0 » A y ’ r “ » \ a * h ) 

determinazioni che sostituite nell’ integrale trovato 




2 b 

yzzx a 9 ^zx~ <* ) 
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daranno l’equazione 
b 


X> 7*)( 


♦(•* «)(=♦«)=- ^(-3^) 


a— m 

2a- 6 




ovvero rimettendo per u il suo valore la 


a —m 
\a a—b 


f ak f bz \ 

< z * •;— « ( 

equazione che presenta la composizione di $ nel caso in 
questione, e che sostituendo nell’integrale completo dà 




akx 


m:a 


rn 


(- *»-) 


a ~m 
na — b 


per l’integrale particolare che vi corrisponde. 

Se sarà a =i =6, m ss — i, l’equazione proposta diverrà 

/ **r 




vir) +rso 

ed il suo integrale particolare nel caso supposto sarà 

: 


117. Per un secondo esempio potranno proporsi le 
equazioni date ( T. pr. pag. io 5 ) . In queMo caso fissandoci 
solamente sulla seconda esulta quarta, mentre la prima 
è indeterminata, e la t?rza di secondo ordine; sostituen- 
dovi^ per x e viceversa, onde averle sotto la presente 
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segnatura della variabile dipendente; e correggendo final- 
mente nell’ultimo termine izy della quarta l’errore s in x 
non notato nella tavola delle correiioni, avremo (na.l i3) 

per la a* A zz 1, /?— — o, C — b 

per la 4.* A zzy*—t, B = zx(y 2 —z) t Cs= — axjr 

epperb le due equazioni da integrarsi saranno 

per la a.* dz+adx;=o, dy—bdx zzo 

zxrdx . yds— sdy 

la 4.“ dt—ixdx zzo, dy-\ =so=sd/+ 

r a -a r 

ciob integrando avremo 

per la a. a z-f-ax zzC'y y—bx s=C'* 

per la 4 •* z— x 9 =C', ~ =C' # 

w 

Onde sostituendo in C^zzqC' avremo per l’integrale 
completo cercato 

della a." y zz £x+<p (z+flx) 
della 4.“ y 9 = — z-fy 9 (z— x 9 ) 

integrali clie abbracciando la funzione arbitraria $ sono 
indeterminali e soddisfanno alle equazioni proposte indi- 
pendentemente dalla sua forma particolare , e che per de- 
terminarsi bisognerebbe conoscere le circostanze particolari 
del soggetto della questione che ne dasse altronde le con- 
dizioni necessarie. 
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Ii3. Per illustrare il caso delle equazioni quaternove- 
ri «bili noi facciamo un terzo esempio sull'equazione 


(£-) 


«+y r «ty , y +*/* d y \ »4-« 

dz J + « \ da / X 




Ravvicinando questa equazione alla generale corrispon- 
dente (u5) ne avremo 

a ='. !±L, *_Z±f, c =iS±i 

X ' X X 

epperò le tre equazioni da integrarsi divengono per que- 
sto caso 


x dz— y dx — u dx rs o 
x du — y dr — z dx = o 
x dy—a d.r — 2 dx tr » 


ovvero eliminando ydx tra la prima e la seconda , s dx 
tra la seconda e la terza , e sommandole tutte insieme 
ae avremo le corrispondenti tre 


wdjr+xdii— (xdi+2 dx) =r o 

X dy y dx— (.r du + u dx) = o 

^dy 4- da 4- di/ ad* 

y-t-i+u x ° 

le quali integrate danno 

. «x— xsssC*, xy — uxsrC", y+z+asC '".» 4 

5(5 
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Quindi sostituendo nell’equazione generale C ,,, =z$(C' ì C ,> ) 
ne avremo 

y+z+usx* ^(ux—xz, oy— ujt) 
per 1* integrale completo dell’equazione proposta , il quale 
non essendo noti i caratteri particolari del soggetto su 
di cui versasi la questione resta indeterminato, e soddisfa 
alla medesima qualunque forma sia per darsi arbitraria- 
mente alla funzione $ . 

ucj. Quanto si è detto finora non ba per oggetto che 
le equazioni lineari , e non ò che parte del metodo ge- 
nerale dato dallo stesso Lagrange per quello di tutti i 
gradi ; metodo che noi andiamo brevemente ad esporre 
onde metterlo sotto il vero suo punto di vista , e preve- 
nirvi qualche difficoltà ebe il suo immortale autore colla 
sua ordinaria modestia candidamente ci dice (Cn/c. de: 
fonctionsi 1806. p. 5 go) di averlo lungo tempo tormen- 
tato , e che per quanto panni non è stata finora diret- 
tamente risoluta. Facciamo dunque 

(£>'■(£>* 

e sarà f(x,,y, 8, p, ?)=o l’espressione generale delle 
equazioni differenziali parziali di tutti i gradi a tre varia- 
riabih : supponiamo che questa equazione sia integrabile » 
e rappresentiamone in generale con 

F(ar,^,z) zzo, ovvero ys=F(or, s) 
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l’ integrale finito : l’equazione 

(a ) . . . àjr— djr— ^ 2==( ^"* _ ^^‘ r— ?^ z==0 

che ne è la differenziale esatta , avrà nel supposto caso 
una esistenza necessaria ; epperò considerata in se stessa 
deve riguardarsi nel caso dell’integrabilità della proposta 
come ancora integrabile. Ma essa non può esserlo che 
sotto la condizione dell’equazione (89) , la quale nel pre- 
sente caso in cui è Psi, Qss—Q, fì=z—p diviene 

>‘>-(£)-(£)*<(£)-(£)- 
dunque nel supposto caso anche questa equazione ha una 
esistenza necessaria. Quindi risulta che acciò l’equazione 
proposta possa ammettere un integrale, bisogna che coesi- 
stono simultaneamente con essa le due equazioni (a), (b) . 
Or il tutto dell' integrazione di un'equazione non si riduce 
che ad eliminarvi i coefficienti differenziali in essa con- 
tenuti : quindi eliminando dalla proposta col soccorso di 
queste due equazioni i due coefficienti p, q noi arrive- 
remo all’integrale cercato ^ = F(x, z) . Ecco come que- 
sta eliminazione potrebbe effettuarsi. Si tiri dalla pro- 
posta il valor di 

q-${x t jr t z ìP ) 
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Quindi per essere p t q funzione di x y y y s , si avrà (T.pr. 39 ) 

/ d 9 \ __ f d P \ \ 

\dx / \ àp J \ dx J \di / 

(?)=($) 


ovvero fatto per semplicità 

(vWS-Wv )- 1 

(£)=*(£)«•(£)-»(-£)« 
si avrà sostituendo nella ( 6 ), l’equazione differenziale par- 
ziale lineare fra le variabili p,x % y,s 

dalla quale integrata col metodo (n5), se ne avrà l'in- 
tegrale C ,,, s=^(C' l C") in cui C\C'\ C n * possono te- 
nere luogo di tre funzioni determinate di quelle varia- 
bili . Quindi combinando questo integrale coll'equazione 
qss$ se ne avranno i valori p —Y % q —Y* in x t y, z, 
che sostituiti nella proposta effettueranno la eliminazione 
desiderata j o altrimenti sostituiti nella (a) , daranno la 
equazione differenziale esatta 

dj—Y dx—Y‘ da ss o 
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integrabile col metodo ( 8 i), avente per integrale l’istefM 
y — F della proposta, epperò integrata darà l’integrale 
cercato . 

120. Questo processo si semplice e ragionato abbrae- 
eia una specie di paradosso a cui non si è forse finora 
curato: si ò supposta effettuabile nel fatto del processo 
la determinazione delle funzioni Y t Y\ nel mentre che $ 
da cui essa dipende è una funzione arbitraria , epperò 
significante in generale un sistema indeterminato di ope- 
razioni algebriche, nelle quali si trova la p complicata. 
Quindi essendo nell’equazione (C C") incognita 

la maniera di essere di p, ue avviene che qualunque 
combinazione voglia supporsi tra essa e l’equazione qiz'b 
giammai potrà arrivarsi ad effettuarsene l'eliminazione 
senza prima particolarizzare epperò scendere ad na 
caso speciale. Dunque sembra naturale il concbiuJere 
che la ricerca dell’integrale jr — F per mezzo dell'equa* 
rione (C\ C ") , è una ricerca meramente ipo- 

tetica , e che per venire al fatto della medesima bisogna 
seguire altra via da essa indipendente. Questa specie di 
paradosso che non carato forse abbastanza ha fatto con- 
siderare come praticabile l’andamento del metodo sino 
alla sua conchiusione , sembra di essere stata la ca- 
gione onde si è venuto ad un risultato in opposizione 
co’noli principj della teoria generala delle equazioni dif- 
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ferenziali (T. pr. 4 o; a 0 ), facendo vedere l’integrale di 
un’equa zi >ne differì oziale parziale ternovariabile risultante 
con una funzione arbitraria non di una sola come dimo- 
stra quella teoria , ma di due funzioni determinate dalle 
variabili; risultato formante la sopra indicata (119) dif- 
ficoltà sentita da Lagrange ; risultato (be si è dovuto ia 
seguito rettificare, dimostrando indirettamente come lui , 
o deducendo come altri dall’ incontrastabilità di quei prin- 
cipi ebe 1* una delle due deve essere funzione 

dell'altra . Ecco intanto nna maniera assai facile come sen- 
za l’uso dell’equazione C"'=9(C', C “ ) mi sembra potersi 
arrivare direttamente all’ integrale cercalo . 

Assegnati gl’integrali delle tre equazioni binovariabili 
da cui dipende (n 5 ) l’integrazione dell'equazione (A), se 
si eliminerà fra di essi la p ed una delle C\ C'\ C"\ si 
avrà un risultato in x,^, z e le altre due delle C\ C n C n \ 
il quale può io generale rappresentarsi colla figura algebrica 
J~ F(x, r , C\C'") 

Questo risultato essendo una conseguenza legittima del- 
la supposta integrabilità dell’equazione proposta , ne av- 
viene die in questo caso coesisterà analiticamente eoa 
essa; ed abbracciando due costanti arbitrarie nc sarà l’in- 
tegrale completo. 

ibi. Differenziando l'equazione 
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facendo f — — 'ì =01 , f — — ^ si 
V dC* / * V. dC'" > 


ne avremo l’equazione 

djr zzpdx+qdz+mdC'+n d C 1 " 

ovvero 

dy—p dx—qdz ~m dC-t-ndC 1 " 
la quale nel caso che l’equazione jsF è integrale della 
proposta, epperò che ha luogo l’equazione {a ) , diviene 
rodC'+n dC"'=o 

9 

Avendo dunque l’equazione proposta un integrale y s F, 
questa equazione avrà sempre un’esistenza reale. Or m 
due diverse maniere può questa equazione verificarsi s 
s° possono i due termini componenti divenire nulli cia- 
scuno da se; a° annullarsi combinati insieme. Nel pri- 
mo caso si avranno simultaneamente le due equazioni 
in dC'=o , nd<7'"aso 
epperò in esse le quattro combinazioni 

dC'a=o, dC"'=o; rarro, d£><=o 
dC'=o, n: :o; m = o, n zzo 

delle quali la prima dimostrando che le due quantità 
C\C ,,t sono due costanti, dà l’integrale completo 
jr=F(*,»,C*, C‘") 

sotto l’espressione delle due costanti arbitrarie ; la seconda 
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• la terza eliminando da jr ss F una di dette due quan> 
ti là , dà l’ integrale particolare 

jr = F (x, *, C* ovv. C" # ) 

l’ ultima facendo sparire da jr sr F entramLi quelle due 
quantità , dà un risultato senza costanti e funzioni arbi- 
trarie , epperò un integrale singolare j’ = F(x l z), Nel 
secondo caso l'equazione 

màC'+nW'^o 

dimostra soltanto che esiste fra le quantità C\ C'" una* 
certa relazione; relazione reale, ma indeterminata, ar- 
bitraria, in quanto le C\ (? n non sono entrate nel cal- 
colo che independenli l'una dall’altra ; relazione che rap- 
presentata con C”' = 9C', darà dC m =adCVC', epperò 


*'C’ = 


d C’» 
dC' 


m 

n 


relazione infine clic insegnandoci eoo questo risultato es- 
sere C* una funzione di , arbitraria perchè tale è 9 
e perciò 9’, ci porla a prendere 

C-=* 2 , epprro C". t (t = )n*S 

r quindi a comhiuderno 

= F(x,j,C\C'”} = F(«,».*”, ? ™)=F 

che rappresenta l'integrale completo sotto l' espressione 
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di una funzione arbitraria 9. Qui si noti pér illustrazione 
di quanto avanzossi ( T. pr. pag. 104) l’esposta maniera 
onde l’ integrale completo sotto espressione delle due 
costanti arbitrarie si riduce a quella complettente una fun- 
zione arbitraria . 

■ za. Illustriamo il lutto con nn esempio, che noi 
prendiamo da Lagrange (Op. cit.), ma che maneggiamo 
però alla nostra esposta maniera . Proponiamoci l’ inte- 
grazione dell’ equazione 

jr-P9 - o 

Per questo caso avremo 



Quindi l’equazione (6) prende in questo caso speciale 
la forma 



la quale ravvicinata al caso corrispondente generale (ii 5 ) 
dà le tre equazioni binovariabili da integrarsi 

p 1 d.r — •‘jr dz SS o , pàjr — 2/-dzs=0, dp — dzsro 
dunque integrando avremo dalla seconda e dalla terza 
jr^C" p* t pzzi+Q'" 

3 7 
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elie sostituendo sella pi ima <;i dorè 
xssC’V+C' 

Èlimiinando finalmente da questi tre trovali integrali la p 
ed una delle C\ C'\ C"\ ne avremo 
J=(* -C')(. + C‘ M ) * 

per 1* integrale completo cercalo della proposta equazio- 
ne. Quindi tirandone 

-»(£=) —<■+'"■> 

ne avremo 

epperò l’integrale completo 

sotto l’espressione della funzione arbitraria. 

Passiamo a parlare delle equazioni degli ordini superiori. 
120 . Se di poco momento sono stati i progressi cbe 
ba fatto l’analisi relativamente all’integrazione degli or- 
dini superiori per lo equazioni differenziali ordinarie , 
di nessun conto potremo dire esserne stati quelli per le 
equazioni differenziali parziali» tanto che la soluzione del 
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problema delle integraiioui considerata riguardo al primo 
oggetto come tuttora in infanzia, può riguardo al secondo 
considerarsi per coti esprimermi col Cavalier Brunacci, 
come quasi bambina . Le difficoltà si moltiplicano tal- 
mente col solo passare dal primo al secondo ordine quanto 
non è riuscito finora ad estendervi in generale i metodi 
conosciuti, i quali perdono tanto di generalità, e diven- 
gono si complicati e difficili allorché si slanciano agli or- 
dini superiori , quanto oltre del secondo le equazioni dif- 
ferenziali di cui si tratta non sanno risolversi che in casi 
particolarissimi e con artifici ed industrie di analisi a’uie- 
desimi tutti proprj e particolari . Noi dunque dopo aver 
fatta cosi di passaggio qualche considerazione generale 
sulle equazioni di tutti gti ordini , esporremo la maniera 
onde il Conte Monge applicò il metodo lagrangiano da 
noi seguito per l* integrazione delle equazioni lineari di 
primo ordine, a quelle lineari del secondo, cosa la più 
significante e positiva che conosciamo in questa parte di 
analisi; non mancando però di dare a vedere la maniera 
onde può estendersi agli ordini superiori al secondo, 
la4> Un’equazione differenziale parziale moltovaria- 
bile presa in tutta la sua generalità, oltre dello variabili 
deve contenere i coefficienti differenziali parziali delta 
variabile dipendente per tutte le indipendenti, per tutti 
gli ordini sino a quello della data equazione, e combi- 
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nati comunque fra loro e con tutte le variabili . Questa 
idea della composizione generale delle equazioni in que- 
Elione hasta a farci convinti che quanto maggiore è il 
numero delle variabili e più alto l’ordine di un’equazione 
differenziale parziale, tanto più complicata e superiore 
deve riuscirne l’eliminazione de’ coefficienti differenziali 
parziali in essa contenuti, che è quanto dire l’integra* 
zione : quindi non ci deve recar maraviglia se la teoria 
delle equazioni differenziali parziali degli ordini superiori 
sia tuttora imperfettissima, se per essere (T. pr. 36. Sj. 40 ) 
di nna natura mollo più complicata lo sia ancor più di 
quelle delle equazioni differenziali ordinarie , e se si di- 
spera del ritrovamento di un qualche metodo che potesse 
risolverle con qualche generalità . Nulla potendo dirsi 
dunque con viste cotanto generali , scendiamo alla con- 
siderazione di qualche caso di minore generalità. 

Supponiamo che l’equazione data abbracciasse i coef- 
ficienti differenziali della variabile dipendente y relativa- 
mente soltanto alla sola x delle indipendenti t cioè che 
fosse della forma 


f C ,,r ( J)’ 


In questo caso le variabili indipendenti eccetto della x, 
non funzionerebbero nel fatto analitico che quali costanti , 
epperò tutta la difficoltà della sua integr azione non sa- 
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rebbe ridotta che a quella dell' integrazione delle equa* 
zioni binovariabili degli ordini superiori , coila sola dif- 
ferenza di risultato che le costanti arbitrarie terrebbero 
luogo di funzioni arbitrarie delle variabili costanti. 

Supponiamo in secondo luogo ebe l’equazione fosso 
ternovariabile, e non avesse ebe la forma 

(i^), (<4’“ =0 

V, \d 2 " ' ^dxdz n ' 'dx 2 di n ' / 


In tale caso supposta 

f d n u \ f d n u\ 

( ) —y , ovvero ( ] — /=o 

V dz n ' ^ d*" ' 

l’equazione prenderà l’aspetto 



che forma un caso particolare dell’equazione precedente, 
eppcrò tutta la difficolta della sua integrazione non si ri- 
duce che all’integrazione di una equazione d Ile due va- 
riabili x,y di ordine superiore, il di cui integrale com- 
pletterà tante funzioni arbitrarie di z quante le unità del- 
l’ordine dell’equazione ; integrale che non essendo se non 
che una funzione finita di x,y,z puh rappresentarsi eoa 
/sc9(x,3), per cui l’equazione di supposizione diviene 



o 
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la qu%!o forma ancor essa uo caso speciale di quell’equa- 
zione , epperò integrata come* essa darà u in funzione 
di z, che sarà l’ integrale finito cercato della proposta . 

Altri simili casi potremmo mettere in considerazione % 
de’quali se ne conosce il trattamento: ma noi tralasciamo 
di più dilungarci sopra questo argomento, niente di utile 
e di rimarclicvole potendo darci a conoscere. Quindi 
rimettendo per l’eseraplificazione de’casi considerati come 
per la conoscenza degli altri di noto trattamento agli Ele- 
menti di Algebra del Conte Pietro Paoli (T. 11. Cap.vm ), 
passiamo all’esposizione di quanto dobbiamo dire sulle 
equazioni ternovariabili di secondo ordine. 

is5. La formula che si è data (T. pr. 3g) per rap. 
presentare in generale le equazioni differenziali parziali 
di secoudo ordine fra tre variabili , presa in tutta la ge- 
neralità, nou ne rappresenta a rigore die le lineari con* 
siderale relativamente a’ coefficienti differenziali parziali 
della variabile dipendente sì di primo che di secondo ' 
ordine: queste equazioni non sono ebe un caso partico- 
lare di quelle lineari considerate in riguardo a’coefficienli 
soltanto di secondo ordine . 

A queste ultime mira e si estende il metodo di cui dob- 
biamo parlare. Quindi lasciando di far parola di quelle 
della prima specie , noi assumiamo la formoli 
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che per essere A y B y C delle funzioni qualunque di x ì jr % i t 
(£).(£) , rappresenta in generale tulle quelle di 


quest' ultima specie . Ciò posto facciamo 

OS)-» (£)- (&)-■■&)- 


ed avremo l’equazione proposta sotto l’aspetto 

Or essendo p t q funzioni di x, s avremo 

^ (^) d *+(^) d *= rd *+* d * 

A 

d?= d ' + (ir) ds=,d - r+< ds • 

per mezzo di cui eliminando r % t dalla proposta ne avremo 
óiàp+B dx d^ + Cdx dz+ (•^d.rdz—Z?dx a — da 2 )s =o 
la quale per essere s indeterminata si divide nelle due 
dzdp-f-Z? dxd^ + C?dxdz = o 
A dx dz — B dx 9 — dz 9 = o 

Queste due equazioni essendo una conseguenza analitica 
della proposta coesisteranno legittimamente con essa e la 
soddisfaranno, come la soddisfaranno ancora tutte le altre 
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loro combinazioni analitiche . Quindi essendo la seconda 
A dx da - B dx a — dz a = (dz-m dx) (Jz-rz dx)=so 

in cui è supposto 

m=\ (j+VV'-t B)) 

epperò essendo 

dz— rodx=o, ovvero dz — n dx=o 
ne avviene che la proposta sarà ancora soddisfatta dal 
sistema delie due equazioni 
(»). . .dzdp+Fdxd^q-Cdxdzsso, dz— radxso 

ovvero delle due 

(a) . . . dz d p +B dr àq+ C dx dz ss o , dz — n dx & o 
Eliminando rispettivamente dz della prima per mezzo della 
seconda , avremo la proposta soddisfatta dal sistema cor- 
rispondente 

(i). . , mdp+J5 dq+Cmdx sso, dz— m dx sro 
ovvero 

(a) . . . n àp+B d^+Cn dr sso , dz— ridosso 
epperò da’loro rispettivi integrali. Supponendo dunque che 
F— C' sso, F 4 — O=o 
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siano il Esultato dell* integrazione delle dae equazioni del 
sistema (i) , e che 

F 2 -C"'= o, F 3 — Cesa- 
ne siano quelli delle due del sistema (a) , avremo che 
la proposta coesisterà e sarà rispettivamente soddisfatta 
da ciascuno di essi . Or l’esistenza delle due coppie di 
equazioni 

F— C‘=o, F — C M =o 

l . 1 

F a — C'"s=o , F 3 — C» ,H =o 

porta analiticamente a quella delle due 
dF=so , dF, =o 
dF a =o, dF 3 =o 

ovvero significando con 9 , due funzioni arbitrarie 


9,^3 di F i 

, F 3 , a quella delle due 

dF=o, 

( dF. ) dF ‘ =° 

dF a — o, 

(5t) d ^=° , 

epperò alle loro combinazioni 

dF— ( 

-ì dF sso 
dF, J 1 

«"»-(■ 

~ ) dFo =0 
d F,-/ 3 

3 38 
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* con esse a* loro integrali 
F — 9 Fj =o 



Queste due ultime equazioni dunque essendo il risultato 
di combinazioni di equazioni soddisfacenti alla proposta , 
ne avviene che nel tempo che coesisteranno con essa la sod- 
disfaranno ciascuna da per se *, e contenendo ciascuna una 
funzione arbitraria , ne rappresenteranno i due integrali 
completi primi , integrali che trattati ciascuno co* noli 
metodi per le equazioni di primo ordine daranno da se 
l’integrale finito cercato dell’cqoazione proposta. 

136. Con maniere affatto simili potrà questo metodo 
estendersi come alle equazioni ternovariabili degli ordini 
superiori al secondo così ancora a quelle di quattro e 
più variabili . Ma noi sempre lo ripetiamo ; i calcoli di- 
vengono semprepiù difficili e complicati sino a riuscire 
impraticabili , e le conclusioni perdono sempre della 
generalità a seconda che l'ordine ed il numero delle va- 
riabili si aumenta. Quindi è che assai poco si è andato 
avanti in questo cammino, e che noi per non dilungarci 
in cose si poco utili e decise rimettiamo chi vorrà averne 
contezza all’Opera citata di Lacroix (T. a. y 5 a eseg.). 

Veniamo intanto ad applicare l’ esposto metodo alle 
equazioni di secondo ordine. 
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Noi non ci arrestiamo alla maniera onde da questo 
metodo potrebbe tirarsi l’intpgralc dell’eqnazione (T.pr.3g) 
nel caso in cui B,C y D t E funzioni di x t z so- 

lamente, ed F funzione di esse due e di y lineare. Ciò 
nel mentre che troppo a lungo ci recherebbe nulla alla 
fine ci farebbe sapere , non avendosi (inora saputo rin- 
venire alcuna combinazione fra le equazioni rispettive 
de’ due noti sistemi (num. prec. ) che desse de* risultati 
integrabili, su di cui potrà vedersi Lacroix (Op.cit.760) : 
quindi è che si è ricorso per averne l’integrale a de* me- 
todi tutti particolari alla sua indole e natura , fra i quali 
(Brunacci Op. cit. T. 3 . 267) quello dovuto a Legendre 
merita un posto distinto. Per non estenderci intanto di 
più in un ramo di analisi si incerto e poco avanzato, 
omettendo tutti gli altri casi particolari a cui il metodo 
esposto potrebbe applicarsi , ci restringiamo per la pro- 
posta illustrazione al più semplice de* casi generali, a 
quello cioè in cui i coeSiicienti A t B t C sono costanti. 

127. In questo caso 1», n sono ancora costanti, ep- 
però le equazioni componenti i due sistemi (i),(*) del 
num. i\. divengono immediatamente integrabili, e danno 
(1) . . . mp-\-Bq-\-Cmxz=C\ 2 — C" 

(a) . . . n/?+Z?<7+Cnxt=C" 4 , z — nx-szC'"' 
per due integrali primi della proposta , i quali abbrac- 
ciando ciascuno due costanti arbitrarie ne sono integrali 
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completi. Ma riflettendo che per essere C\ C'\ come 
C'", C"“ delle costanti arbitrarie può sempre farsi 
C = FC", come C" , zxF l C"" ; F, F, essendo le no- 
tazioni di due fanzioni arbitrarie: dunque i sistemi delle 
due equazioni rappresentanti questi integrali possono met- 
tersi sotto l’espressione delle due sole equazioni 
mp+Bq+C mx = F(z — mx) 
np-\-Bq+Cnx=F i ( z—nx ) 

Questi integrali non sono che due equazioni a differen- 
ziali parziali di primo ordine , epperò trattando ciascuna 
col metodo (u3) porterà all’ integrale finito cercato. Per 
vederlo atteniamoci al primo, che posto sotto l’espressione 

p -+■ — q + Cx — F(z — mx) z= o 

e paragonalo coll’equazione generale (u3) dà le due equa- 
zioni binovariabili da integrarsi 
i n d z—B dx zzo 

djr—Cx dx+F(z—mx) dx zzo 
che integrate in effetto danno . . .... 

mz — Bx zza 

y — Cx % +/F(z— m«) dxzzb 

a % b essendo due costanti arbitrarie. 

Per essere (»» 4 ) Bzzmn, ed j F(z~mx)Ax essen- 
do sempre una (unzione arbitraria ?(z— mx) % in quanto z 
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« lodipendente e perciò funzione arbitraria di ar, queste 
due equazioni si presentano sotto l’espressione 
z — n x zza 

/i_* 1 i 

y 4 - 9 ( 2 — mr) —b 

J % 

, 1 * “ 

Quindi (»i4) avremo £ = 9^4, che è quanto diro 
Cx % 

jr — = 9 t (a — »*) “9 (z—mx) 

per l’integrale finito cercalo della proposta, a cui si ar- 
riverà del pari partendo dal secondo integrale completo 
primo, e seguendo un processo affatto simile. 

Dopo l’esposizione delle dottrine concernenti le equa- 
zioni differenziali parziali , solo ci resta per conchiusione 
di questa lezione il parlare del Calcolo delle variazioni 
ne’suoi rapporti col calcolo integrale. 

»a 8 . Abbiamo dimostrato (T. pr. 4») che 

5d"»d n Sx 

teorema per cui la caratteristica 3 del calcolo delle va- 
riazioni può mettersi a volontà in luogo della d del cal- 
colo differenziale e viceversa , senza punto alterare i ri- 
sultati . Da questo teorema un altro simile se ne tira re- 
lativamente al calcolo integrale per cui quella caratteri- 
stica può sostituirsi alla integrale f e viceversa ; teorema 

la di cui combinazione col primo forma il principio fon- 

\ 

dementale e,d operativo del calcolo delle variazioni di cui 
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sì tratta. Per darne intanto la dimostrasione sia X una 
funzione differenziale qualunque; e sia supposto J'XssX\ 
' cioè X — dX‘. Quindi avremo 

l.° ma(num.cit.)siha 3 dZ'asd JAT*; dun- 

que 3X~d SX\ epperò sostituendo per X' il suo valore 
avremo 

SX^dS/X 

ed integrando 

JlX^lfX 

a.° /' ZXzafJZX=f.Z/X 

ma /. 3 fX= (i° ) 3 .f/XsiS. f 2 X 

dunque f'ZXzzZf'X 

o.° / 3 ZX=f. f 2 ZXs /. Sf*X 

ma J.S/* Xss(*?)zzZ.ff*X 

dunque /*2X= Sf* X 

Cosi continuando si avrà in generale il teorema di cui 
si tratta 

/ n SX=3f n X 

Da questo teorema potrebbero dedursi le equazioni di 
condizione per l’esatta integrabilità delle funzioni ; ma 
noi ci rimettiamo anche per questo soggetto all* Opera 
citata di Lacroix (T. a, 813 ;, 
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Per la piena esposizione delle dottrine conosciate «al 
calcolo delle variazioni ne’snoi rapporti col calcolo intc« 
graie, ci rimarrebbe ancora il parlare de’massirai e mi- 
nimi delle funzioni integrali , che ne forma uno degli 
oggetti principali . Ma questo h un oggetto integrante 
degli usi algebrici di questo calcolo : quindi rimettendolo 
come si prevenne ( T. pr. 66. t° ) , alla quinta lezione, 
noi chiudiamo la presente, e passiamo alla quarta on* 
de parlare e dare a conoscere il calcolo inverso delle 
differenze . 
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quarta lezione. 

Calcolo inverso delle differenze . 

«19. .Data una funzione qualunque f abbiamo breve» 
mente presentato le maniere ( T. pr. 4.* lez.) onde tro- 
varne la differenza A n f ; che è quanto dire abbiamo 
brevemente esposta la differenziazione del calcolo delle 
differenze . Un* altra questione a questa inversa ci si pre- 
senta .naturalmente da se: data una funzione assegnarne 
quella di cui essa è differenza ; questione che come chia- 
ro si vede, non ha per oggetto che di disfare ciocché 
la prima ha fatto, epperò non può impegnare che in una 
operazione totalmente contraria , cioè retrograda in fondo 
della differenziazione. Questa operazione che a somiglian- 
za del calcolo de'differenziali porta ancora il nome d’ in- 
tegrazione potrebbe dirsi sommazìone , cd essendo in 
diametrale opposizione di un'operazione segnata A, si 
segnerà colla lettera greca 2 ; in maniera che 2 ÀAT, ov- 
vero SZ significa l'integrale altrimenti detto somma di 
una funzione di cui AX ovvero Z e differenza , come 
X rt AX y ovvero % n Z significa l’integrale o somma del- 
l’ordine nsimo di quella funzione di cui A X ovvero Z 

è la differenza nsima . li calcolo inverso delie differenze 

3.9 
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ossia sommilorìo di cui dobbiamo parlare , non sì prò» 
pone die la soluzione di questo problema inverso, ep* 
però non è relativamente al diretto che quella è Tinte» 
graie rispetto al differenziale . Noi dunque vi seguiremo 
il medesimo piano , tirando dal diretto le regole dell* in- 
tegrazione elementare per applicarle all’ integrazione delle 
funzioni composte l° esplicite unovariabili , a° esplicite 
multovariabili , 3 ° implicite . Ma replichiamolo pure 
con M. Lacroix (Op. cit. 898): le regole per l’integra- 
zione delle differenze sono in picciolissimo numero , e 
disgraziatamente i casi ove può servirsene con successo 
sono assai limitati. Quindi noi non andremo a presen- 
tare per quanto la natura di questo scritto permette che 
le conoscenze più essenziali di cui la scienza è io pos- 
sesso nell’attuale sua età , e procureremo cosi di dare in 
ristretto una soddisfacente cognizione del suo tutto. 

100. L’integrazione elementare non ha per oggetto 
che le funzioni considerate in generale nelle tre opera- 
zioni fondamentali della scienza somma moltiplicazione 
graduazione . Quindi ritornando sul numero (47) avremo 
»° per la somma 

A (fx-f-^x) = A fx-f- A^>x(=s ) 

Ma SA(fx-f <?x) »fx+ox, fxssSAfx, $xs=:SA?x 

dunque SA (fx+^x) =2>Afx+SA<fx 
ovvero X(X+X') ssSX+S*' 
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Cosi ia una maniera simile (T. pr. i5; i°) si avrà in 
generale 

2 (X+X'—X"* . . .) =2A'+2 A'-* A"+ . . . 
per cui l’integrale de’ polinomj viene a ridursi ad inte- 
grali di monomj come nel calcolo integrale . 
a° per la moltiplicazione • 

A (f.r. $x) ss 9 xAfx+fxA?.*-l-Af.r. Asx ■ 
epperò 

2 A (fx . $x) (=fx. $x) = 2?x. A fx + 2 A$x (fx + Afx) 
donde la formola 

2 ($x . A fx) = fx . $x— 2 A?x (fx+A fx) 
formola fondamentale del metodo d f integrazione per 
parti similmente del calcolo integrale (nutn. ì; a°) 

Qui si noti che essendo <?xra costante s=C , questi 
formola fatto fx=A, darà 

2CAA=sCA': ma À~ 2 A A' ; dunque 2CAA r :aC2AA 
il che insegna che i fattori costanti delle funzioni diffe- 
renze non hanno parte alcuna nell'operazione dell’inte- 
grazione come nel calcolo integrale. Inoltre per l’ope- 
razione regressiva , cioè per la divisione , avremo 

2A ( ^ ~ *- y f fa' — fxA?x \ 

\?xj <fx - *V. <?r(9x+Aox) J 

3° par la graduazione si tratta di assegnare 
2x TO , Sa 1 , 21x, 2senx 
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Riguardo a S* Bl , riflettendo thè i equivale a Ax , 
avremo 

Ax n =(*+0” — x " » c PP er ° Integrando 

— %x n % donde Sx”ss3B (*+*)”— x n 


cioè sviluppando, riducendo, prendendo il valore di Xx n ~~ t t 
e facendo n=sm+i avremo 
m+-i 

X 



(m — 1 )i __ 


(w_i)(m— a)» v _m— 3 
3 ^ +* 



formola da cui fatto successivamente ms=o=issassec. 
se ne avranno gl* integrali delle potenze intere e positive 
di x sotto l'espressione deGnita 



cc. 


cc. 


Riguardo a Sa 1 abbiamo A a* 
integrando avremo 


<« a 



sua* («* — *), epperò 
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Riguardo a 2lx abbiamo Alx=:l(.r+i) — lx, da cui 
mettendo x — / per x avremo Al(x — t)slx— l (ar— *) : 
donde integrando risolta 

2 brasi (x — i ) +S 1 (a?—/) 

epperb ripetendo questa forinola sopra Si (or— /), quindi 
sopra 2 1 (x— ai) , e cosi di seguito sino a 
2l(x— (n— i)/ssi) 

e sostituendo l'uno entro l'altro i valori degli integrali 
cbe ne risultano avremo 

e • • 

2 lx = 1 (x— /) -f 1 ( x— a/) + 1 (x— 3i) + . . . 1 (x— (n— i )t ss / ) 
ssl(x— /) (x — a*) (x— 3i)...a/./ 

Riguardo a 2senx finalmente abbiamo 

A sen x s: se n x (cosi— i)+sen * cos x 
epperb integrando 

sen x sz (cos / — i) 2 sen x+sen / 2 cos X 
similmente abbiamo 

Acosx s=cos(x+i)— cosx ss (cosi — i)cosx— sen/ sen x 

epperò integrando . „ .. 

cos x ss (cos * — i) 2 cos x — seu / 2 sen x 

foratola che combinata colla precedente dà non solo la 

somma della funzione proposta 

sen x — sen (x— i) 

2 sen x ss : 

a (cosi — i) 
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ma ancora quella della sua cofunzione 

cosx+cos (x— •«) 


Scosx = 


a (cost — i) 

Queste due espressioni mediante le note Corniole della teo* 
ria delle sezioni angolari si trasformano nello seguenti 


3 sen x zz — - 


a sen — 
a 


t 
a 

a sen ~ 
a 

dalle quali , combinate fra di loro secondo le dottrine dì 
quella teoria , se ne possono tirare le somme da tutte la 
altre funzioni circolari. 

1 S 1 . Qui si avverta che 

A (fx+C) (= A fx+AC) = f (x+i)+C~(fx+C) 

= f (*+0 — fx sr A fx 

del che si raccoglie che AC=o, cioè nulla la differenza 
di una costante: donde i° risulta che la differenziazione 
fa svanire le costanti isolate delle funzioni, a° che 2 X+C 
e S-X - sono entrambi integrali di una medesima fun- 
zione X' t 5° che integrando una funzione X bisogna al 
risultalo rn X dell’operazione analitica aggiungere per es- 


3 cos x ~ 


sen ( x 


0 
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sere generale , cioè come suol dirsi, completo una costan- 
te C t la quale per non essere soggetta dalla banda della 
pura analisi ad alcuna condizione vi funziona da costante 
arbitraria, ebe per dare tutta la generalità all’integrale 
deve in certi casi assumersi Variabile , come nel caso di 
Xzzf(x,y) deve assumersi 9 (x i' — ji) perchè anche 

in questo caso AC ero. Quindi nelle esposte sommazioni 
essendosi omessa quella costante vi si deve sottintendere , 
affinché le somme siano complete e godano di tutta la 
generalità di cui sono capaci . 

Passiamo alle funzioni composte, ed incominciamo 
giusta il piano proposto dalle unovariabili . 

132 . Sia X una funzione comunque composta di x: 
si tratta di assegnarne l’integrale. 

La funzione X pub nella generalità delle idee essere 
algebrica 0 trascendente, intera o fratta, razionale o ir- 
razionale. Questa divisione che ba formato il piano da 
noi seguito (pr. lez.) per l’ integrazione del calcolo inte- 
grale non può aver luogo per quella del calcolo delle 
differenze. In questo ramo di analisi mancano nell* at- 
tuale periodo pressoché dell* intutto le dottrine onde po- 
terla adottare. Quindi tenendo sempre per quanto è pos- 
sibile, le vie della generalità e del ragionamento ci re- 
stringiamo a dire che tutti i casi ne’quali in questo pe- 
riodo della scienza $i possono integrare le funzioni uno- 
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variagli i , sono presso a poco compresi nelle tre forinole 
generali 

• X Ax m +A’x n +J‘ , x p +--- ■ . 

■” x (r+Ai) (x+aAx) . . . (x-f-r Ax) 

X s= a* x {Ax m +A'x n *-A"x P +- . . .) 

X s= sen* x cos (Ax m -\-A'x n *-A"x p +- . . •) 
Essendo nella prima m 1 n ì p i e c, , come *, /3 nella 
terza de* numeri interi e positivi. 

Per eseguire l’ integrazione di queste formole si con- 
sideri (i5o; i°; a°) che il tutto si riduce in fondo all’ in- 
tegrazione di tre funzioni monomie della forma 

J. 


— ... ± . x m a clx ì x m sen* x cos r x 

x (x-i-Ax) . . . (x 4 -rAx) 

Quindi per l’integrazione proposta basta mostrare le ma- 
niere onde questa si effettua . 

i53. La forinola d’integrazione per parti (i3o;»°) 
è la base di questa operazione. In effetto si richiami 
(num.cit.) questa forinola , che supposta per semplicità 
dell’espressione Afx=:F, (jxsrF’ si presenta sotto la 
forma 

S YY' ss Y* S F~ g AF ' (5 F-i-F ) 

ovvero fatto 

, ay'~y[ 

SFF'srF'SF— 2F 4 F/ 
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cpperò ripetendo questa forinola avremo consecutivamente 


r'n+ , 


«'.r.-r.sr.-sr,,*, 

nelle quali è supposta in generale 

Quindi sostituendo la seconda nella prima , la tersa in 
quello che ne risulta , la quarta nel risultata di questa 
sostituzione, e cosi via discorrendo avremo in generale 
2YY*=Y’ 2Y- Y ; SY, +Y ; £Y a — Y^ SY 3 +Y* £ Y/f _ ec . 

ovvero sostituendo corrispondentemente i valori degli 
Y „^, » Y ^ t avremo 

2YY'=Y-SY-4Y'(S a Y+SY) + A a Y*(=S 3 Y+*s'Y +Sy) 

-A 3 Y'(£ 4 Y+52 3 Y+S£ 2 Y+2Y) + ec . 
formolo che curando di commutare gli esponenti di £ Y in 
esponenti di 2 può mettersi sotto l’espressione più semplice 
£YY'= 

2Y (Y’-AY'CSY+O+A 1 Y‘(SY+,)’ --+A n Y > &i+,f\ 

il segno superiore essendo per n pari , e per n impari 

4 <>. 


l’ inferiore , 
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La conoacetua dunque di £YY‘ non dipende che dal- 
l’integrazione ripetita di Y. Applicando questa forinola 
alle tre funzioni io questione, epperò facendo 

p„ !. primi 1'- x{x+ùtX) 2 :.( x+ràt) 

per la seconda Y ss a* x 

_ 3 

per la terza Yss sen xqos'x 

avremo la ricerca del loro integrale ridotta all’integra* 

• * 

alone ripetita delle tre funzioni 

— , a— - , sen*xcos^x 

x (x-t-Ax) . . . (x-t-rAx) 

Mostriamo dunque per compimento dell'assunto il prò* 
cesso onde ai opera la loro integrazione . 

i 34> Riguardo alla prima facciamo per semplicità 
Ax—i , ed avremo 

a » = 

x *)i]" 

. - e . i 

(x+*i) . . , (x+-r i ) x (x*f-i) . . . [x+- (r— * ) i J 

epperò riducendo all* istesso denominatore ed integrando 

avremo 

v » * ! 

5 x (x-W) , . . (x-f-ri) 53 ri * x(x+-i) . . . [x 4 -(r— i)i] 
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Quindi ripetendo di meno in mano questa forinola d’ in- 
tegratone avremo 

? i 1 « 


x (jT-t-i ) . . . (x-f -ri ): • r(r— ijt 4 Jr • • • [«*+• (r— t) i ] 


x (x-t-t) . . . (x*f -ri ) 


X 


r(r-i) (r- a) i 3 x (*+-0 • • • [**K r - 3 ) «' 1 
Cosi continuando sarà in generale 


x (x-t-i ) . . . (x-i -ri) 

±J 

.a 


X 


r(r— i)...(r— n) i n ...[*+• C'-») «] 

il segno superiore per n impari , e l* inferiore per n pari . 
Riguardo alla seconda avremo 


%a" = 


tue ax 

a i ax a 

-, S « =s 


xAx 
a — i 




— 3 ax 

2 a = 


«x 


( a *' 1 *-.) 1 


« a.sr 

,•••— A ~ 


a 


«X 




Riguardo alla terza finalmente sappiamo dall’analisi delle 
sezioni angolari che la funzione sen*xcos^x può risol- 
versi in un seguito di monomj della forma sen /?x, cos qx % 
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il di cui numero nel caso proposto di *, fi numeri interi 
e positivi è sempre definito. Quindi la ricerca degli in- 
tegrali 3 n sen* x cos r *r si riduce in ultima analisi a 
quella di integrali della forma SS senpr, S™cos^jr, 
la quale si effettua mercè le formole (i3o; 3°) rappre- 
sentanti 3 sen x, Scosx sostituendo px ì qx ad x, e 
ripetendo via-via 1* integrazione ; cioè facendo 

3 2 sen px = 3 S sen px , 3 3 sen px =3 3 2 sen px t ec. 
3 2 cos qx=i 3 3 cos qx , S 3 cos qxzs. 3 3 2 cos qx t ec. 
Non iscendiamo ad esemplificare secondo il nostro costu- 
me le tre integrazioni delle quali ne abbiamo esposto in 
generale il processo. Quanto semplici si fossero gli esem- 
pj che potremmo assumervi , i calcoli ne riuscirebbero 
sempre lunghi e complicati che troppo lontano ci reche- 
rebbero . Ci basta di aver dato a conoscere colla loro 
integrazione le maniere generali onde maneggiare presso 
a poco tatti i casi trattabili che la scienza possiede nello 
stato d’infanzia in cui attualmente si trova. 

Passiamo intanto a far menzione dell' integrazione per 
serie . 

i35. A tale oggetto suppongo per semplicità come so- 
pra Arsi, e considero che A te s= fx— f (x— i ) : donde 
ottengo 

s f* = f*+ a f (*-<•)' 
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epperò 

g f (x— i) s f(x— i) + S f(x— az) 

S f(x — az) = f(x — xz)-f- £ f(x— -5z) 

a f (x— 3o = f (x— sì) + s f (x— 4 /) 

a f [x—n i) ss f (x — n z ) + £ f [x— (n + 1 ) z J 
Quindi sostituendo l’una entro l'altra avremo in generale 
la serie 

Sfxss fx+f(x— f) +f (x— ai) 4* • • • f(x— wz)-f-« • • 
la quale (T. pr, 48) nell' ipotesi ordinaria di Ax=±i diviene 
a fx=fx+f(x— i)+f(x — a) + . . . f(x— zz)+. .. 
in cui supposto per esempio il caso di fxssx, avremo 
Sxs=x+(x — i)-f (x— a)+. . . (x— n) + . . . +» + • 
ovvero scrivendola in ordine inverso 

Sxsi + j+3+..,(i-s)f (x — s)+x= — 

risultato al quale si -riduce quello trovato (i3o;3°) te- 
nendo conto della diversiti del seguo onde si è preso Ax, 
epperò- sostituendo 

— Ax(ss — ì) a Ax, — -Afx a Afx, e — Sx a 2x 
Questo integrate può esprimersi ancora per messo di una 
serie in funzione delle sue differenze : in effetto abbiamo 
f (x — i ) ss fx— Afx, f (x — ai) ss f(x— i ) — A f (x—i) 
f (xi— 3z) ss f (x— az')— A f(x— az) , ed in generale 

f (x—n i) « f [x— (n— i ) i ] — A f [x— («— » > i ] 
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Quindi sostituendo in ordine inverso di sopra l’una es- 
tro l'altra , e riducendo avremo in generale 


é Ar n(n— i) A » - , n(n— i r 4-1) 

— A + — r. V.TTr A fx —“‘ 


il segno — per r pari, ed il -f- per r impari. 

Donde integrando e riflettendo che S [far — f (x— ni) ] 
rappresenta ( 20 ) l’integrale defluito di fx, cioè 3 fx preso 
tra x — i ed x, avremo 


3 fxas n C fx— Afx -f-«» ± - n ~“ ^ n ^ A r £gy 

jt 1 1 i a 1 • r * / 

il quale fatto al solito Ar=i , epperò (i5i) 
a • 3 

A arsosi arsec.; supposto 3 far preso tra o ed x, 
epperò ar-niarso, cioè xs», darà come sopra 

S f.r= 


1 B 6 . Essendo l'espressione di 2; fx di un uso ed uti- 
lità decisa nella somma delle serie ha fatto che molto vi 


si fossero occupati gli analisti, per cui se ne sono tro- 
vale delle forme assai eleganti . A questo proposito fac- 
ciamo solo considerare die la forinola dimostrata (T.pr. 46 ), 
si dimostra ancora pel caso di n negativa , per cui si ha 

ancora A n fx (indice della stessa operazione inversa 
notala 2 * fx, mia Introduzione pag. 54, mio Opuscolo 
n. »4) = (e^ r — i) — espressione pretiosa attesala sua 
attitudine a ritrovare ritenere e generalizzare delle fof- 
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mole , che con somma ditìicoltà potrebbero altrimenti 
trattarsi . Questa dimostrazione è stata data ancora da 
Laplace, che Lacroix (Op.cit. 9 * 4 ) estesamente rap- 
porta . Ma noi non possiamo entrare in questi dettagli, 
nfe estenderei di vantaggio sali' integrazione delle funzioni 
unovariabili : quanto ne abbiamo detto , maneggialo e 
partieolarizzato opportunemente basta per gli usi ordi- 
narj della scienza . Quindi senza entrare nell’ integrazione 
degli ordini superiori in quanto non si eseguisce che ri* 
petendo di ordine in ordine ('operazione stessa, come 
abbiamo avuta occasione di praticare sopra, e senza in- 
caricarci della distinzione che potrebbe aver luogo di Ax 
costante e variabile, di cui abbiamo fatto parola (T. pr.48), 
in quanto le fondamenta del calcolo ne sono sempre le 
stesse, mettiamo termine a questo argomento, e rimet- 
tiamo chi vorrà averne più ampie conoscenze a’ calcoli 
di Eulero, Bossut, Lacroix, Prony. 

Veniamo a parlare delle funzioni esplicite multovariabili. 

1 07. Limitatissimo sarà il nostro dire su di questo 
argomento. Io non conosco autore che abbiane parlato 
con aggiustatezza e precisione . Noi ci daremo brevemente 
a considerare il carattere essenziale della questione, ri- 
chiamando a tale oggetto (T. pr. 49) che il processo del 
cambiamento consecutivo delle variabili h del pari leg- 
gittimo in questo calcolo come nel differenziale , epperò 
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che quanto si è detto (T. pr. a8) vi ha egualmente luo- 
go, colla sola differenza di sostituire assegni di quello i 
segni proprj di questo. 

Data una funzione a più variabili trovarne fra le me- 
desime quell’altra da cui è derivata col noto metodo delia 
differenziazione : se la funzione sarà esibita dal problema 
qual differenza parziale, allora il tutto si riduce all' in- * 
tegrazione già esposta delie funzioni unovariabili : infatti 
fissandoci per la semplicità del dire alle funzioni bino- 
variabili , ne sia V la data , ed f la cercata , e si avrà 
epperb isz'g X V+C 

ovvero potendo essere C — funzione di y che vi è con- 
siderata come costante si avrà 

f=s x r+sr 

foratola da cui fatto per esempio Vrzyx se ne avrà 

s x (r*)=r s =( |5 °) +?/ 

Non è perù così quando la funzione y è esibita qual 
differenza totale e se ne deve trovare l’integrale totale f. 

In questo caso se la funzione data sarà una differenza 
esatta, e sarà data alla maniera delle funzioni differen- 
ziali colle differenze delle variabili espresse e manifeste, 
allora essendovi distinte le differenze parziali corrispon- 
denti , la questione sarà ridotta ad un caso che potrà 
trattarsi con un metodo simile a quello (35) del calcolo 
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differenziale: per esempio se la funzione data sarà 

f^ssyAx -f*x a Ay + %xyAx + *xAxAy+Ax 2 Ay 

avremo 

A x f= (y+ixy) Ax , A y f= (x+Ax) 2 Ay 
cpperò riflettendo che questo caso rientra in quello (53; i°), 
ed integrando come in esso avremo 

f=2 x A r =^ x (y+ 2 x/)Ax=zxy + iyAx^xsz(ioo,S 0 ) x 7 y 
Quando però la questione si prende sotto un aspetto più 
esteso, e si tratta di assegnare la somma totale di qua» 
iuRque funzione che non contenga eziandio nella sua espres* 
sione alcun carattere di differenza dello variabili , come 
per esempio di x m y n , allora essa diviene di un’indole 
più complicata e difficile. Iu questo caso noi non sap- 
piamo ancora effettuarne direttamente la soluzione; che 
è quanto dire non abbiamo per quanto io sappia delle 
vedute generali sull’operazione da istituirsi sopra V onde 
procedere direttamente ad f. Il Cavalier Brunacci sem- 
bra di aver voluto nel suo primo volume dell’opera citata 
entrare di proposito in questo argomento; ma le sue 
vedute sono si poco soddisfacenti che lascia molto da de- 
siderare : la dottrina principale c quasi unica che egli 
vi espone si è l’integrazione di x m y* ne’diversi valori 
particolari di m ed n numeri interi e positivi , ma eoa 
maniere cosi indirette ed incerte che non presentano aU 

4 * 
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con prospetto di metodo d’integrazione. Questa integra, 
zione che eseguita dal Brunacci come un’industria di 
analisi, e eli* considerata in astratto potrebbe riguardarsi 
come un materiale preparalo all’ integrazione de'polinomj 
razionali, può ripetersi direttamente dalla forinola gene- 
rale (i35) rappresentante %YY\ Infatti essendo x ed y 
indipendenti fra loro , eppero potendo farsi Y'ssx , 
Y=y n , si avrà 

Sx m j n =x m 2 r n -Ax m (S k j n +*r n ) + 

da cui fallo per esempio r/)=n=i, e preso Ar= 1 si ha 

Xxjr^x’S/— 'Z* jr— ~y + C 

integrale che potrà veriGcarsi colta differenziazione, fa- 
cendo uso della nota relazione Af= A x f+Ay f+A x y f 
tra la differenza totale di una funzione f e le sne diffe- 
renze parziali , la di cui ragione analitica si ha nella 
somma delle tre formolo di nota origine (T. pr. 4^)* 
A x fssf(*+Ajc,/)— f, A y (=f(x,f+*jr)-( 

{(x+Ax,jr+Ay)-t(.x+&x,jr)-t(x,r+Af)+l 
Pria che si lasci questo argomento facciamo riflettere che 
la forinola integrale (35) ha luogo non solamente quan- 
do f è funzione di una sola variabile , ma ancora quando 
lo è di più d’ una , In «fletto essendo f funzione espiti 
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/ita delle variabili X,jr t i,ec. , eppetò indipendenti le 
ariabili fra di loro, potrà farsi y rr $r, z =z 9'x, ec. io 
: ui <$>,$', ec. sign : Ccano delle funzioni indeterminate, 
pperò potrà f rappresentarsi con f (x i $r, <f/jc, ec.) = F, 
uindi la forinola citata diverrà per questo caso 

S n F=(e tlF — i)“" • 

v ' m 

la dFssdj. f+d <fx f4-d ? , J f+ec. = d Jr f+d r f+djf + ec. 
jnqw s"F(=S"f) = (e ,! - f4 '^ f4 ' J ‘ r ' , ' ,- --.)‘-" 

• , * • • 

asciamo l’integrazione delle funzioni esplicite multova* 
abili : i pochi cenni che ne abbiamo fatto bastano per 

letterne sotl’occhio il carattere essenziale. 

. • 

Passiamo alle funzioni esplicite. 
i38. Dall* idea generale che si è data (T. pr. 4B..,5o) 
alla natura delle equazioni a differenze , ben si vede che « * 

integrazione di cui si tratta può cadere sopra equazioni 
differente ordinarie , sopra equazioni a differenze par- 
lali , sopra equazioni a differenze indipendenti , e sopra 

•quazioni a differenze mescolate. Tuttoché gli analisti si 

1 

siano molto occupati in questi ultimi tempi su questo 
ramo di analisi, frattanto non vi hanno dati che pochis- 

% 

imi passi . 1 metodi clie godono di qualche generalità 
ielle equazioni a differenze ordinarie e parziali si circo- 
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scrivono quasi interamente alle lineari hìnovariabili ; nulla 
ha che dirsi sulle equazioni a differenze indipendenti , 
poiché questa ipotesi non riduce le equazioni che alla 
condizione di semplici funzioni ; e non si hanno che delle 
idee assai elementari cd incomplete su di quelle a diffe- 
renze mescolate , .Noi incominciamo a parlare delle li- 
neari a differenze orSinarie, per le quali il processo ana- 
» • 

litico in oggi seguito non è che l’ islesso di quello delle 
diTferenz ali egualmente lineari : attesa però la maggiore 
. complicazione dt’calcoli non si è potuto andare oltre del 
secondo ordine, allorché i coefficienti dell’equazione si 
Suppongono^varuibili , solo conoscendosi sulla teoria ge- 
nerale alcuni teoremi che non possono avere qui luogo. 
Per mostrare intanto la maniera onde il metodo (T,pr.43) 
* si applica a quello di secondo ordine , se nc tiri dal nu- 

«•V 

mero citato hi ffrmola generale 

te, 

che nel caso di lineare, cioè complettente jr,Ajr,A jr 
•! primo grado solamente, e di Aberri può mettersi 

sotto l’espressione 

* 

t* y+A'Ay+A"y'=.X 
ovvero mettendo nelle foratole (T. pr. 45) 
per V e sostituendo, sotto l’espressione 

* (x + a ) + (*• + 1 )■ + B ’$x s A’ 
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thè essendo 4 >(x + a) funzione di A e «f>(or+i) di 
Ar la equivale nell’ordine e nella rappresentanza . Quindi 
prendendo l’equazione sotto que6t* ultima forma , perchè 
più comoda al calcolo da eseguirsi , e perchè condu- 
cente a più semplici espressioni, vi si supponga (07; i*) 
d>x = 9x2 fx , ed avremo 

(x+ 1) = 9 (x-f- 1) 2 f (x+ 1) sr 9 (x+ 1) (fx4*2 fo) 
^(x+a) = 9 (x+») [f(jr+0 f fx+2fx] 
epperò sostituendo 

[<?(x + a) 4- + 1 ) 4 - B V] 2fx+[>(x + a) + B$'x + 1 )] fx 

+?(*+»)• f(x 4 ->) 

Donde (57; 6°) 

9 (x+ a)+i?9 (x+ i) 45 ^t — o 
[9(x4**)4"£ty (* 4"»)1 fx4*9( J? + a ) * ^ 0 *+*) ~X 

Risolvendo, cioè integrando, la prima se ne avrà 9X, da 
cui sostituendo X 4 - 1 , X-f-a ad x se ne avranno 9 (x+-i), 
9(x*|-a), che messe nella seconda ed integrata come la 
proposta darà fx. Per avere dunque fx si ripeta (97; 8°) 
l’operazione sopra quest’ultima , e supposto che la riso- 
luzione dell’ausiliaria ne desse i due coefficienti ss C, =C' 
visi supponga fx = 9* .x 2 f \r , epperù 

f (x*t-i) = 9* (x4-i) (l'x'i-2 f'x) 
supposizione da cui si avrà 

[C 9 x-t-CV(jf 4 -i)] 2 f , x 4 -CV(* 4 -i)f , xs- 5 T, epperò 
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* (a).. Cif'x'i-C ^ * C i)so, Cy(x4-i)f'x ss X 

Donde fx = — 

CV(jr-f-i) 9(x*t-a)y(x-f-t) 

Quindi la conoscenza di y dipende dall 1 integrazione delle 
lue-^usiliarie (»), (a) simili alla proposta, ma più aera- 
tici, perchè mancanti del termine X. Noi non entriamo 
i questa integrazione, per la quale e per altre più estese 
noscenze potrà ricorrersi al primo volume del Cav. Bru- 
icci (Op. cit.), ed al terzo di M. Lacroix (Op. cit.). 
oi piuttosto seguendo 1 * istesso piano (100) delle equa- 
ioni differenziali applichiamo il caso generate a quello 
-le* coefficienti costanti. 

i3c). Supponiamo dunque (num cit.) sr e mx , anzi 
per più semplicità 9 X = e*, ed avremo 

9 (jr+- i ) := 1 ss e . e* , 9(x-i-a) = e * . e x 

epperù sostituendo nell’equazione (i) ue avremo la 
e’ -+-B e-i-B’—o 
che per essere B % B‘ costanti dà 

..i(a±y<*»-4*o) s \ a a , 

•■indi essendo C = e* 4 ' a C'sse ** 0 si avrà 
alla (a) liquazione 
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(e+-B) y'x-i-e 9*(x4-i) ss o 

clie bisognerebbe integrare se similmente al nani. (99) 
il valor di o'x die la soddisfi , non si avrebbe imme- 
diatamente da’due valori trovali a, a* di e. Infatti (99) 
moltiplicando la (1) per 9'jf e sommandola colla (*) # 
oe avremo la 

9**9 ( < .r-t-a)*f-Z?9*x9 (je4-i)+-Z?y.r$r s= o 

la quale è la stessa (1) mutato yx in 9‘x . 9-r ; che è 
quanto dire <?.r, e tp'jr.?? soddisfanno egualmente alla 
equazione (1). Quindi chiamati ir, ir* questi valori avre- 

nc % 

ino epperò <$'x= , che nel caso, spe- 

ciale de’coefficienti costanti di cui si tratta essendo irsa x t 

^ -I ^ 

ir'ssa* , diviene q'x z: • Quindi sostituendo 

io y avremo l’integrale corrispondente a questo caso 
espresso da 



si è aggiunta la costante arbitraria A onde ne rappre- 
sentasse il completo. Ma bisogna avvertire che par dare 
tutta la generalità a questo integrale deve assumersi 
A~$x sotto la condizione però che facendosi 
sia (1S1) ACfsAipjr ir — 9*] 5=0, condizione 

eh* ci fa sccprire la forma particokere di C. Infatti dan- 
doci 9(x+-i) = (fjr, epperò l9(x*t-i) ss I9X := 19x4- li, 
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ovvero essendo dalla teoria de’ logaritmi li 1^4*7* V^“"i 
in cui q rappresenta il quadrante, ed i un numero intero 
lq>(x-f i) = l$x±4<7t V— i, ovvero 
lq>(x + i) — 1?* (= Al$x) = ±4«7rY— 1 

«ì dà integrando 

Jf*=±4<7« V— iJSiss ± \qi le=le~^‘ ^ 
epperò 

^ s= ,±4?>-V-*a< =(l5oiS> ±4?'Y-«(*^co«) 

«sc cosl . e ±l{qi * v '- 1 =3 Ce ± ^ /r 
espressione che colle note formole pub liberarsi dagli 
immaginar) e ridursi a dipendere da seni e coseni . 

140. Questa maniera di procedere all’ integrazione 
delle equazioni lineari a coefficienti variabili che non sap* 
piamo spingere oltre il secondo ordine attesa la difficoltà 
d’ integrare la prima ausiliarsa , si applica in generale 
per lutti gli ordini a quelle a coefficienti costanti . Ma 
questa applicazione niente presenta di nuovo e di difficile : 
dunque noi senza arrestarci sopra di essa passando alle 
non lineari facciamo notare che di rado riesce l’integrarle, 
epperò senza dilungarci sopra quei pochi casi , uc’quali è 
riuscito finora con degli ariificj particolari averne gl’ inte- 
grali , e sopra le pochissime conoscenze che vi abbiamo 
relativamente agli integrali singolari , veniamo piuttosto 
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a far parola delle equazioni a differenze parziali . 

,4i. Quantunque le dottrine generali che noi cono* 
sciamo sull* integrazione delle equazioni differenziali par- 
ziali non siano circoscritte che alla sola classe delle equa- 
zioni lineari , e quantunque queste stesse non siano che 
assai picciole e ristrette , frattanto la loro esposizione 
sempre molto a lungo ci recherebbe: quindi noi rimet- 
tiamo per la loro piena conoscenza , e per quella ancora 
delle altre dottrine che a ragion di brevità non abbiam 
fatto che solo cennare, alle opere teste citate per non 
ometterla interamente, e darne un’idea, noi ci atteniamo 
alle equazioni soltanto di primo ordine , il di cui tratta- 
mento non è in sostanza che l* istesso per qualunque si 
sia altro ordine. 

Sali’ idea generale data (T^pr. 4g) sulla natura delle 
equazioni a differenze parziali è facile rilevare che la 
equazione 

A* = o 

è la figura algebrica di quelle in generale di primo or- 
dine fra tre variabili x % j y z, delle quali la y ne rap- 
presenta la dipendente. Applicando questa figura al caso 
speciale delle equazioni lineari se ne forma facilmente la 

'yr+ M r;+^j=° 

che le rappresenta ia generale, ovvero essendo j-ssf(*, 2 ) 


Digitized by Googl 



)(Sa6)( 

e facendo ArsAzsi, l’equivalente .• 

Jy+B f(x+i, s)+5'f(jc,z+i) =o 
Integrare questa equazione non significa che trovarevma 
relazione qualunque tra y ed x, z tale che la renda 
identica . Or siccome le equazioni a differenze si consi- 
derano nell’attuale periodo risultanti dall’eliminazione nel 
modo stesso di quelle a’ differenziali , -cosi un* equazione 
alle differenze parziali di primo ordine potendo derivare 
daH’eliminazione di due costanti o di una funzione arbi- 
traria, ne avviene che quella tale relazione dovrà conte- 
mere due costanti o una funzione arbitraria per rappre- 
sentarne 1* integrale completo . Per soddisfare a questa 
condizione si è supposto yzzmn* p x , essendo m t n t p 
tre costanti indeterminate: quindi si è sostitnito questo 
supposto valore di y nell’equazione data , che nel caso di 
A , B,B' costanti si riduce all’equazione A+-Bm-{-B'nsso t 

colla quale si è determinata una di quelle indeterminate 

A -4- Bn i 

per esempio n= — — — — : e finalmente si è portai» 

a X? 

questa determinazione in y % e se ne è avuto 
mp x x 

valore che soddisfacendo all’equazione data in quanto 
determinato sotto questa condizione, e contenendo le due 
costanti arbitrarie m ì p ne rappresenta l’integrale com* 
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plefo , Questa espressione poi dell* integrale completo 
colle due costanti arbitrarie si riduce senza difficoltà « 
quella colla funzione arbitraria : ma noi per ragione di 
brevità non entriamo nel processo di questa riduzione, 
un poco lungo c minuto: rimettiamo al Brunacci (Op.cit. 
t. pr. 86. )» pub riscontrarsi. 

Resta a parlare delie equazioni a differenze mescolate, 
dette altrimenti a differenze- differenziali , Noi chiu- 
diamo questa lezione e con essa 1* intera teorica delie 
integrazioni col darne una leggiera idea.. 

i^z. Alcune questioni di alta geometria che offertesi 
in parte a' primi inventori de’nuovi calcoli non ne furono 
trattate che con metodi assai ingegnosi ed indiretti, han* 
no in questi ultimi tempi portato Condorcet e Laplace- 
alla considerazione di equazioni composte -df coefficiehli 
differenziali e di differenze, dette perciò a differenze me- 
scolate. Il Cav. Brunacci. è stato il primo (Op. cit. T. 4» 

t . 

^.366, e segu.) a gettare le fondamenta di un nuovo cal- 
colo che le riguarda, e che ha nominalo Calcolo delle dif- ' 
ferente- differenziali . Noi non possiamo entrare in tanti 
minuti dettagli ed esporne i rudimenti ì. il aostro og- 
getto non è che di dare unadeggicra notizia dell’integra-, 
itone di questa nuova specie di funzioni, i di cui inte- 
grali sono stati delti dal Brunacci somme- integrali . Noi 
andiamo ad eseguirlo come siegue , 


Digitized by Google 



X5a8)( 

. Il calcolo di cui si tratta oltre delle regole deMue cal- 
coli differenziale e soramatorio dalla combinazione dei 

% 

quali risulta , ne abbraccia ancora di quelle ebe gli sono 
interamente proprie . Eccone una molto utile ed interes- 
sante nel fatto dell’integrazione. 

i43. Sia fx una funzione qualunque ; e ne avremo 
immediatamente colle note regole le due funzioni d m f.r, 
A^fr; epperò colle regole stesse A* d m fx , d m A™£r; 
funzioni dette differenze -differenziali^ perchè differenze 
di differenziali , o viceversa; dell’ordine m-f-n, perchè ri- 
sultanti da m-f-n differenziazioni ; ed in apparenza di- 
verse non esprimono che un medesimo risultato, perchè 
fatto successivamente nella espressione di A” y (T. pr. 46 ) 
V fx , =fr , si ha 

A d fx=d (x+dà 

a" a" £.+ ..« 

cioè A n d m fx=d ro A"te. 

La sinonimia di queste due funzioni un’altra ne conduce: 

sia A™ d m fjrss^=sd m A ,, fr, ed avremo 
da una parte A m (xss£ n jr , epperò ix^f m ^ n jr 
B dall’altra A* f x=f m jr t epperò ixss'S,* f m jr 
dojade si raccoglie 

r Wl A 171 Ti 

J i-f 2 r. 
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Quindi è cosa indifferente al risultato in una somma -in- 
tegrazione l’incominciare l’operazione dal sommare, a 
conchiuderla coll* integrare , o viceversa . Ma ciò che ò 
indifferente alla sostanza del risultato non lo è però sem- 
pre al processo analitico per arrivarvi : anzi trattandosi 
di sommare ne’casi in cui la costante si rimpiazza con una 
funzione arbitraria , allora per averne in generale la som- 
ma -integrale bisogna sempre incominciare dall’ integrare 
e conchiudere col sommare; poiché il sommare potendo 
introdurre ne’ risultati delle funzioni arbitrarie, bisogna 
che prima si particolarizzino onde passarsi all’integrazione, 
laddove l’ integrare non introducendovi che delle costanti 
in niente osta onde passarsi immediatamente à sommare * 
Premessa questa conoscenza si utile alla dottrina ge- 
nerale della presente integrazione , veniamo alle equazioni. 

14^. Sia data l’equazione f(„T, /) = o, ne sia y la 
variabile dipendente, e sia preso come si costuma Aarsi: 
quindi dalle due differenziazioni se ne avranno le due 
df=o, Af=o, dalle quali combinate comunque colla 
data f=o, o tenendo all’ordinario punto di vista, elimi- 
nate fra esse e questa due costanti arbitrarie, sene avri 

in generale Ja f^ar,jr, -j— » — che contenendo 

il coefficiente differenziale c la differenza . della variabile, 
dipendente soltanto al primo ordine si dice a differenze 


Digitized by Google 



)(33oX 


mescolale o a differenze • differenziali di primo orJine. 

d y 

La più semplice di queste equazioni si è la - — -f-SA^sio; 

e sono si ristrette le attuali nostre conoscenze che nem- 
meno sappiamo aocora integrarla direttamente. Infitti 
il solo che Be sappiamo si è di soddisfarvi colla suppo- 


sizione di yzzme nx (w , n sono indeterminate), suppo- 
sizione con cui non solo si è tentato di soddisfare alla piu 


generale dell' istesso ordine 
d Y 

A +B&y+Cy^o 

dx 

ma ancora alle lineari di qualunque ordine a coefficienti 
costanti ; suppostone che sostituendo, porta nel caso dei 
primo ordine di cui si tratta, all’equazione trascendentale 


An + B (c n — ») + C=o 

colla quale determinala n e sostituita in y si soddisfarà 
olla proposta ; e non abbracciando che la sola costante m 
rimasta arbitraria ,• ue rappresenterà un integrale partico- 
lare: ma tutta la difficoltà si riduce a tirare da quest* 
equazione i valori di n, non avendosi per I* risoluzione 
di questa specie di equazioni alcuna regola generale , e , 
non deve ricorrersi che a dementativi particolari per riu- 
scirvi: nel caso di C=o, si vede facilmente che n = o 
la soddisfa, epperb che yr^m è iu tale caso un’inte- 
grale particolare delia proposta. 
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Se oltre delle due equazioni dfrro, Afzro si forme, 
ranno colla data frro, le equazioni del secondo ordine 

d fzro, A fp=o, Adfsro, e secondo l’ordinario punto 
di vista dell’eliminazione delle costanti si combineranno 

a 

tutte sei fra di loro, se ne avrà un’equazione che con- 
terrà i coefficienti differenziali le differenze e le diffe- 
renze-differenziali di jr sino al secondo ordine, che 
però si dirà equazione a differenze- differenziali del se- 
condo ordine. Uno de’più semplici casi di queste equa- 
zioni si ha nell’equazione 

A (^r) +J i£ +SA s +c '=° 

alla quale si soddisfa colla medesima supposizione di 
jrzzme nr i infatti con questa sopposizione avremo 

^=me M n. A/=me' , *(e n —i) > A ^ s:we r|Jf /j^e n »,iJ 

epperò sostituendo ne avremo l’equazione trascendentale 
e n n+(A-i)n+Be n +C-Bszo 
per la determinazione di n ; determinazione che darà degli 
integrali particolari delia proposta ; determinazione che 
nel caso di C'ssAB si conseguisce prontamente, poiché 
in tale caso si avrà 

e” n+(A—i)n+Be n -f Z?(y#— i) ;= (e" i) («-{-#) sso 
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ispperò 

e* -j-^— isso, ovvero n*f#=o 
Donde e n =i — A ì ovvero ns-® i epp«ò i due in- 
tegrali particolari 

j=m(\~A) x % y zzine 

Il più semplice di tutti i casi delle equazioni a differen- 
ze • differenziali di secondo ordine si ha nell equazione 
Adf(=X) = o 

equazione a differenze- differenziali esatta, la cui som- 
ma-integrale si è 

fsrS/JT, ovvero s=/2A' 

L’equazione 

( A è)* ~ 4r ( A 57) +4 Cte) = 0 

è ancora di secondo ordine pella ricerca della di cui som- 
ma-integrale noi per non dilungarci rimandiamo all’opera 
citata di Lacroix (V. 5. ìi.ii/p)*» so *° avvertendo che per 
effettuarla in generale bisogna incominciare dall' integrarla 
e conchiudere col sommarla , e non viceversa , come potrà 
vedersi col fatto,* fatto che potrà servire d’illustrazione 
a quanto si disse sul fine del num. il\i. 

Deil’ istessa maniera si discorrerà per le equazioni 
degli ordini superiori. 
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Se l’equazione data f=o sarebbe a tre variabili o più , 
allora operando come per l’addietro se ne genererebbero 
delle equazioni a differenze- differenziali parziali, le quali 
essendo lineari potrebbero trattarsi similmente a’differcn- 
ziali parziali ed alle differenze parziali . Ma noi non en- 
triamo in queste minute dottrine più curiose che utili , nè 
in quelle altre poche che conosciamo, e che nella presente 
età dell’analisi non sono che di un’assai poca importanza: 
rimettiamo i nostri leggitori che vorranno averne contezza 
all’opera citata del Cav. Bruuacci (Voi. 366 ... 583) . 
Conchiudiamo quindi con questa le quattro lezioni sulla 
teorica delle integrazioni formanti la prima parte della 
metodologia inversa della matematica sublime; e ne ri* 
serviamo le altro tre sugli usi della medesima per un 
terzo volume che abbracciando delle memorie complimen- 
tarle, riempirà le poche lacune lasciate nel corso dell’opera, 
e completerà il piano fin dal principio proposto. 
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